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В данной работе исследуются изменения топологических свойств четырехмерной компактной
электродинамики на решетке. Требование компактности модели приводит к возникновению топо-
логических дефектов (монополей), создающих магнитные токи. Существующие вычисления про-
демонстрировали наличие фазового перехода по рождению монополей. В данной работе обнаруже-
ны фазовый переход между различными состояниями внутри этой фазы и указания на возможность
разделения единой “монопольной” фазы на более мелкие, отличающиеся упорядоченностью рас-
положения магнитных токов и их интенсивностью. Обоснована регулярность подобного рассмот-
рения, а также следствия, подтверждающие наличие второго фазового перехода в модели. Проде-
монстрирована зависимость корреляционных свойств магнитных токов от направления. Предло-
жен новый способ анализа фазовых переходов при помощи геометрического построения, наглядно
раскрывающий изменения, происходящие с токами в различных состояниях.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Предметом рассмотрения данной работы яв-

ляется четырехмерная модель с калибровочной
 симметрией — компактная электродинамика

на решетке. Требование компактности модели
приводит к возникновению топологических де-
фектов (монополей), создающих магнитные токи
[1]. Эти токи могут быть вычислены по распреде-
лению линковых переменных и представляют со-
бой дискретное векторное поле в четырехмерном
евклидовом пространстве-времени. Анализ изме-
нения свойств данного поля и составляет содер-
жание данной работы. Вычисления, проведенные
ранее [2–4], продемонстрировали наличие фазо-
вого БКТ-перехода, связанного с генерацией то-
пологичеких объектов. Их наличие приводит к
явлению, аналогичному конфайнменту в теории
сильных взаимодействий. Более того, было пока-
зано, что конфайнмент может пропадать в неко-
торой области значений параметров модели. Это
открывает путь к управляемому подавлению чис-
ла возникающих монополей. В данной работе ис-
следуется случай усиления генерации монопо-
лей, развивается метод вычисления корреляци-
онных функций магнитных токов и расширяется

область наблюдения параметров модели. Это поз-
воляет провести детальный анализ изменения
свойств магнитных токов, главным образом, их
упорядоченности в четырехмерном пространстве.

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МОДЕЛИ

В статье рассматривается четырехмерная ги-
перкубическая решетка с размером ребра  и пе-
риодическими граничными условиями.  прини-
мает значения  в приводимых вычислениях.
Стандартное определение модели дополнено мо-
нопольным слагаемым в соответствии с [5]. Дей-
ствие  модели имеет вид
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где  перечисляет плакеты  (каждый обходится
в положительном направлении),  есть 4-вектор,
указывающий вершины решетки,  – ин-
декс направления, и  есть символ Леви-Чи-
виты ( ). Каждому линку приписано уни-
модулярное комплексное число, параметризуе-
мое углом  из диапазона . Линки
смежных вершин, ориентированные в противо-
положных направлениях, связаны друг с другом

комплексным сопряжением: . В ре-
зультате произведение четырех линков в плакете
описывается суммарным углом: .
Требование компактности модели выражается
дополнительным условием , что
приводит к необходимости рассмотрения плакет-
ной дефектности . Эта процедура по-
дробно обсуждается в [5]. Дефектности, в свою
очередь, позволяют рассчитать магнитные токи

 (см. (4)), которые рассматриваются в каче-
стве основных объектов в данной статье.

Традиционно выбирают , что позволяет
подавить возникновение топологических дефек-
тов [6]. В противоположность этому, мы рассмат-
риваем способы поддержать генерацию монопо-
лей. Это будет происходить в области отрицатель-
ных λ, что следует из рассмотрения , так как

 увеличивает статистический вес конфигу-
раций с монополями.

3. ТОПОЛОГИЧЕСКИЙ ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД
Самое известное численное обсуждение фазо-

вого перехода в калибровочной  модели со-
держится в [1], где использовано . В нашем
случае наличие второго слагаемого в действии су-
щественно. Рассмотрим петлю Вильсона площа-
ди

(5)

Можно показать, что в пределе  асимптоти-
ческое поведение  имеет вид
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Для визуализации топологического фазового
перехода и его изменения с  было использовано
среднее значение модуля магнитного тока 
(см. рис. 1). Данная величина оказалась хорошим
параметром порядка для идентификации грани-
цы между двумя фазами: касательная к графику
стремится к вертикальной прямой в окрестности
критической точки. Из этих данных можно полу-
чить зависимость . Причина зависимо-
сти объясняется следующим образом: при увели-
чении вероятности возникновения монополей
ускоряется рождение монопольных пар, что рас-
ширяет область их существования. Заметим, что
характер изменения модуля среднего тока совпа-
дает с приведенным в [6] изменением средней
плотности монополей.

4. ФАЗОВАЯ ДИАГРАММА

В работе получена зависимость величины маг-
нитного тока (4) от параметров модели  и . Вся
совокупность данных может быть проанализиро-
вана различными способами, каждый из которых
выявляет, как полагают авторы, сложную карти-
нусвойств модели.

Для подробного анализа определим корреля-
тор токов как функцию расстояния :

(7)

где множество усреднения указаны нижним ин-
дексом. Целью исследования является доказа-
тельство осциллирующего поведения коррелято-
ра в зависимости от . Хорошо известно, что
твердые кристаллы характеризуются дальним по-
рядком, который находит отражение в скоррели-
рованности атомов на больших расстояниях.
Жидкости, однако, проявляют лишь небольшое
число осцилляций корреляционных функций.
Наконец, газы совсем не характеризуются подоб-
ным свойством. Поэтому корреляторы позволя-
ют судить о наличии порядка в расположении ти-
пичных для системы структур.

Рисунок 2 показывает осцилляции коррелято-
ра (7) с расстоянием  при , что свидетель-
ствует о наличии порядка расположения  в
модели. Можно видеть, что величина 
достаточна для установления “конденсирован-
ной” фазы монополей. Корреляторы для

 близки к нулю. Рис. 1 позволяет
точно указать, что это происходит не из-за исчез-
новения монополей, но из-за их разупорядочива-
ния. Действительно, вертикальная прямая 
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не соответствует нулевому значению  ни при
каких . Модель находится в фазе конфайн-
мента, отделенной БКТ-переходом.

В зависимости от конкретных значений пара-
метров  и  модели уменьшение значений кор-
релятора с расстоянием  происходит с разной
скоростью. В данной работе эта быстрота харак-
теризуется отношением величины уменьшения
коррелятора через два шага решетки к его исход-
ной величине , выраженным
в процентах. Таким образом, поскольку кристал-
лические тела характеризуются дальним поряд-
ком, значение  для них будет близко к нулю. На-
против, в жидкой фазе спад коррелятора уже за-
метен, и величина  будет принимать “средние”
значения. В газовой фазе  особенно велико
(100% и больше). Результаты, отраженные на рис. 3,
наглядно демонстрируют наличие всех трех слу-
чаев в рассматриваемой модели. При этом значе-
ние  характеризует фазовый переход по
конденсации монополей из разупорядоченной
фазы, а в области  происходит
медленное “плавление” кристалла. На рисунке
представлены сечения постоянной . Если интер-
претировать  как обратную температуру, то полу-
ченный результат имеет хорошую аналогию: явле-
ние последовательного перехода газ-кристалл-
жидкость имеет место и для изотермы воды при
изменении давления для температуры ниже трой-
ной точки.

,μxM
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В данной работе выдвигается предположение,
что величина (7) оказывается полезной для раз-
личия двух фаз упорядочивания монополей: кон-
денсата и газа. Вообще говоря, жидкость и кри-
сталл монополей можно рассматривать как два
состояния одной фазы монопольного конденсата,

Рис. 1. Среднее значение модуля магнитного тока является хорошей иллюстрацией фазового перехода в калибровоч-
ной  модели. График демонстрирует распространенность монополей в зависимости от  (ось абсцисс) и  (различ-
ные кривые).
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Рис. 2. Коррелятор токов (7) в зависимости от рассто-
яния  при  показывает существование упоря-
доченных структур, состоящих из . Этот крите-
рий может различать разные состояния модели. Кри-
вые при  и  принадлежат разным
фазам, например.
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поскольку переход между ними происходит край-
не медленно и, скорее всего, является кроссо-
вером.

Для изучения формирования монополями
упорядоченных структур коррелятор (7) рассмат-
ривается как функция параметров  и  при
фиксированном расстоянии . Получаемая
фазовая диаграмма (рис. 4) различает четыре об-
ласти различных состояний. Во-первых, черными
точками нанесен переход конфайнмент-декон-
файнмент, ассоциированный с рождением моно-
полей согласно зависимости . Данный
эффект известен [7]. Новым является наблюдение,
что если  достаточно мало, чтобы связывать мо-
нополи вместе, то наблюдается состояние газа:
отсутствуют какие-либо корреляции магнитных
токов. При увеличении  начинается формирова-
ние связанных структур с различным средним кор-
реляционным радиусом (область конденсата). До-
полнительное появление монополей при больших
значениях  (это обеспечивается взаимодействием
двух слагаемых в действии (1)) приводят к появле-
нию удвоенных магнитных токов,  вме-
сто . Проведенный анализ свидетельствует в
пользу предположения, что массовое появление

 разрушает кристалл. Области существования
интенсивных токов (левая нижняя область рис. 4)
и шахматно упорядоченных токов (кристалл на
врезке рис. 4) близки, но не перекрываются.

Заметим, что граница области существова-
ния кристалла подходит к точке, образованной
смыканием линий БКТ-перехода и фазового
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= 1d

β = β λcr cr( )

λ

λ

λ

,μ = ±4xM
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перехода по конденсации. Следовательно, точ-
ка  является тройной точкой.

5. КОРРЕЛЯЦИЯ ПО НАПРАВЛЕНИЯМ
Рассмотрим обобщение скалярного корреля-

тора (7): тензорный коррелятор, зависящий от
двух индексов. Принимая , получим

(8)

Легко видеть, что

Рассмотрение (8) позволяет проверить, существу-
ет ли связь токов в различных направлениях. Это
связано анизотропией кристалла токов, посколь-
ку свойства идеального кристалла от направления
не зависят.

В результате расчета был получен набор мат-
риц  при всех рассмотренных областях значе-
ний  и . Оказалось, что все получающиеся мат-
рицы имеют вид, допускающий разложение по
базису четырех матриц. Следует заметить, что эти
матрицы образуют множество, замкнутое относи-
тельно умножения. Фазовая диаграмма для опре-
делителя тензорного коррелятора обладает суще-
ственной особенностью: определитель отличен от
нуля в фазе конденсата, а его величина возрастает
на два порядка при движении от  к

. Данный вопрос требует дальнейшего изу-
чения.

6. ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ
В работе предлагается новый подход к анализу

распределенных структур типа магнитных токов.
Компьютерная обработка позволяет составить из
токов , трактуемых как вектора в 4D про-
странстве, связные объекты, имеющие вид дере-
вьев. При этом правила объединения векторов
можно задавать по-разному, получая разные
определения деревьев. Полученные таким обра-
зом объекты характеризуются геометрическими
свойствами: объем, длина “веток”, количество их
изгибов, плотность изгибов на единицу длины,
линейный размер обрамляющего гиперпаралле-
лепипеда и другие. Было показано, что все эти
свойства значительно зависят от фазы, а фазовый
переход может быть идентифицирован как скачки
в изменении перечисленных свойств. Достоинства-
ми данного подхода являются возможность графи-
ческого представления распределения токов, уни-
версальность анализа путем построения гисто-
грамм распределений по свойствам и возможность
объяснения направления изменения этих свойств.
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Рис. 3. Наклон падения коррелятора токов (7) с  как
функция  для четырех значений . Три участка ха-
рактерных значений (в диапазонах ,

 и ) указывают на три состоя-
ния модели: жидкость, кристалл и газ. Подробное об-
суждение в основном тексте.
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Детальный анализ тенденций изменения фор-
мы и вида геометрических структур позволил
сформулировать предположение о выгодности
формирования наиболее плотного кристалла то-
ков , ориентированных в антиферро-
магнитном порядке. Этот же результат подтвер-
ждается обнаружением области наиболее плотно-
го кристалла при малых .

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследованы изменения корреляци-
онных свойств магнитных токов в компактной
решеточной электродинамике в зависимости от
параметров  и  модели. Получены фазовые диа-
граммы для широкого диапазона параметров. По-
дробный анализ доказываетналичие четырех фаз
в данной модели, вместо прежде известных двух,
что является новым результатом данной работы.
Одновременно показано, что предлагаемый авто-
рами магнитный коррелятор токов (7) является
параметром порядка для определения фазового
перехода по  – между фазами сконденсирован-
ных монополей и газом монополей, упоминания
о котором авторам также не известны.

,μ = ±2xM

β

λ β

λ

Вычисление тензорного коррелятора (8) поз-
волил выделить область наиболее правильного в
пространственном отношении кристалла, а также
визуализировать внутреннюю структуру токов,
формирующих решетку, подобную антиферро-
магнетику.

Существенно новый результат, не встречаю-
щийся в известных авторам работах: на основе
магнитных токов построена коллекция матема-
тических объектов двух типов — нитей и дере-
вьев, которые выявляют разнообразные отличи-
тельные свойства, объясняющие конденсацию
монополей и свидетельствующие об образова-
нии кристалла магнитных токов. Результатом
данного подхода является доказательство тен-
денции к упорядоченности магнитных токов и
получение формы наиболее плотного кристалла
токов. Более того, сам подход позволяетколиче-
ственно оценивать концентрацию и простран-
ственное распределение монополей.

Полученные результаты могут представлять
интерес для физики конденсированного состоя-
ния, теории поля и эффективной теории сильно-
го взаимодействия.

Рис. 4. Фазовая диаграмма показывает значения (7) при  для широкой области  и . Черная штриховая кривая
отображает зависимость . Темная область в левом нижним углу показывает преобладание удвоенных то-
ков, а сплошной однородный цвет в правом верхнем углу и справа от прерывистой линии – области разупорядочива-
ния монополей или их отсутствия. Врезка, полученная путем разностороннего анализа данных, помогает идентифи-
цировать фазы калибровочной  модели: отсутствие монополей, газ монополей, жидкость и кристалл.
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We study the changes in the topological properties of four-dimensional compact lattice electrodynamics. The
requirement of the model to be compact leads to the appearance of topological defects (monopoles) creating
magnetic currents. Available calculations have demonstrated the presence of a phase transition for the pro-
duction of monopoles. In this work a phase transition between various states inside this phase and indications
of the possibility of separating a single “monopoly” phase into smaller ones, which differ in the ordering of
the arrangement of magnetic currents and their intensity, are found. The regularity of such a consideration is
justified, as well as the consequences confirming the presence of a second phase transition in the model. The
dependence of the correlation properties of magnetic currents on the direction is demonstrated. A new meth-
od of phase transitions analysis using geometric construction is proposed, revealing the changes that occur
with f lows in various states.
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