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В работе рассматривается модель квантовой ямы, построенной на основе графена на подложке, ге-
нерирующей массовую щель. Анализируется ситуация, когда в структуре подложки есть дефект, а
структура графена остается идеальной. Такой дефект обеспечивает пространственную неоднород-
ность массовой щели. В работе показано, что неоднородность массовой щели приводит к появле-
нию квантовой ямы как для электронных, так и для дырочных возбуждений. На основе модели дву-
мерного поля Дирака были исследованы локализованные электронные и дырочные состояния, по-
лучены их волновые функции и энергетический спектр. Исследованы различные квантовые ямы,
полученные на основе неоднородностей разного размера и формы. Показана нетривиальная зави-
симость энергетического спектра локализованных состояний от параметров ямы.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Конфайнмент электронных состояний в гра-

фене рассматривается достаточно давно, как с
теоретической, так и с экспериментальной точек
зрения [1, 2]. Обсуждались различные способы
захвата электронного состояния, например с по-
мощью магнитных ловушек [3]. В недавней рабо-
те [4] был исследован конфайнмент электронных
состояний с помощью магнитных ловушек в слу-
чае графена на подложке, генерирующей массовую
щель. В нашей работе мы обсудим способ создания
ловушки для электронных состояний графена, ос-
нованной на пространственной неоднородности
генерируемой ей массовой щели.

Изучение графена на подложке, генерирую-
щей массовую щель (гэппированный графен), яв-
ляется одним из важнейших направлений в совре-
менной индустрии наноматериалов. Действитель-
но, возможность контролировать проводящие
свойства материалов — одна из ключевых задач,
стоящих перед современной наноэлектроникой [5,
6]. Главной особенностью графена является высо-
кая подвижность электронных возбуждений. Эта
величина характеризует силу отклика зарядов на
приложенное электрическое поле. Оказывается,
что при комнатных температурах подвижность в
графене составляет  [7, 8], что на
порядок больше, чем в кремниевых транзисторах.

В подвешенном состоянии (то есть отделен-
ный от подложки) графен представляет собой по-
луметалл с нулевой шириной запрещенной зоны
и линейным законом дисперсии носителей заря-
да: , где  – постоянная Планка, а

 – модуль волнового вектора в дву-
мерном пространстве, отсчитанного от точек Ди-
рака K или ,  – скорость Ферми. Такой вид
спектра обеспечивается симметрией двух тре-
угольных подрешеток графена. Однако при нали-
чии подложки определенного гексагонального
типа симметрия подрешеток может нарушаться,
при этом в энергетическом спектре графена вме-
сто точек Дирака образуется щель, а сам графен
обладает свойствами полупроводника. В контек-
сте создания графеновых структур с массовой ще-
лью крайне важна технология эпитаксиального
роста на подложке из гексагонального карбида
кремния (h-SiC) [9], поскольку она позволяет по-
лучать недорогие образцы графена в промышлен-
ных масштабах. В результате развития современ-
ных технологий происходит улучшение как каче-
ства образцов графена, так и подложек, и если
первые исследования сообщали о величине мас-
совой щели порядка 0.26 эВ [10], то в недавних ра-
ботах утверждается, что этот показатель составля-
ет уже порядка 0.6 эВ [11]. Также сообщается о
возможности создания графена с массовой ще-
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лью на подложке из гексагонального нитрида бо-
ра h-BN [12] с величиной гэпа 53 мэВ.

Целью данной работы является исследование
возможности построить квантовую яму на основе
гэппированного графена. Массовая щель  свя-
зана с величиной кирального потенциала , ко-
торый входит в уравнение Дирака. Если подложка
без дефектов идеально прилегает к листу графена,
то киральный потенциал является константой

 Изначальной идеей реализации
квантовой ямы было создание в подложке дефек-
та с помощью ионного пучка или фотонной лито-
графии (рис. 1a), т.е. создание нетривиальной за-
висимости в потенциале  (  — радиус дефекта).
В таком случае все дефекты структуры находятся
только на подложке, а кристаллическая структура
графена остается идеальной. В связи с этим в ме-
сте дыры на подложке подрешеточная симметрия
восстанавливается и в этой области у носителя за-
ряда нет массы. Вдали от дефекта можно наблю-
дать нарушение симметрии подрешетки, что при-
водит к возникновению массовой щели.

Также в работе мы рассмотрим и другие фор-
мы и типы дефектов подложки. Например, будет
рассмотрен случай структурного дефекта под-
ложки гексагонального карбида кремния, в кото-
ром атомы кремния и углерода локально поменя-
ются местами, при этом атомы листа графена
останутся на своих местах. Это аналогично тому
случаю, как если бы атомы подрешеток A и B гра-
фена (рис. 1б) поменялись местами или как если
бы потенциал  (или эффективная масса возбуж-
дения ) поменяли свой знак.

Взаимное расположение атомов графена и
подложки играет в данной задаче очень важную
роль, так как благодаря этому можно увеличить
энергию электрона атома подрешетки A по срав-
нению с атомом подрешетки B, что обеспечивает

Δ2
G

Δ= = const.G

( )G r r

G
m

положительную массу электронного возбужде-
ния графена. Напротив, иное расположение уве-
личивает энергию электрона подрешетки B отно-
сительно атома подрешетки A и создает, соответ-
ственно, отрицательную массу. Таким образом, у
кирального потенциала  может быть три состо-
яния:  (положительная киральность),  (нуле-
вая киральность, или область негэппированного
графена) и  (отрицательная киральность). Меж-
ду этими состояниями потенциала могут проис-
ходить переходы. По сути, в работе перебирались
комбинации этих состояний и исследовалось по-
ведение системы при различных параметрах, ха-
рактеризующих переходы.

Для аппроксимации таких пространствен-
ных переходов между киральностями в работе
используются ступенчатые функции, такие как
гиперболический тангенс. Например, функция

 описывает простран-

ственный переход из нулевой киральности в по-
ложительную при  в соответствии с изна-
чальной идеей, изложенной выше и схематически
представленной на рис. 1a. Параметр  характе-
ризует степень размытия при переходе. Исполь-
зуемое в численных расчетах значение было до-
статочно большим (a = 75), так что переход про-
исходил резко, с очень узкой областью размытия.
В работе [13] показано, что для достаточно боль-
ших  поведение решений слабо зависит от точ-
ного значения этого параметра (например, для

 и 75 зависимости получаются очень близ-
кие).Но даже столь большое численное значение

 позволяет сказать, что ширина переходной зо-
ны составляет порядка шести межатомных рас-
стояний в графене (0.142 нм), поэтому рассмотре-
ние непрерывной задачи, описываемой уравне-
нием Дирака, возможно.

G
+ 0G 0
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1( ) = (1 tanh( ( )))

2
GG r a r r
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Рис. 1.  (а) Слой графена на подложке с дефектом. (б) Гексагональная решетка графена, состоящая из двух
подрешеток: A (красные узлы) и B (синие).

(а) (б)

A

B
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2. КИРАЛЬНЫЕ ПОТЕНЦИАЛЫ 
С ОДНИМ ПЕРЕХОДОМ

Рассмотрим электронное возбуждение в гра-
фене с неоднородной массовой щелью в сфериче-
ски симметричном случае с киральным потенци-

алом , зависящим только от расстояния до
центра неоднородности. В таком случае элек-
тронное возбуждение может быть описано с по-
мощью 2 + 1-мерного уравнения Дирака:

(1)

где  – матрицы Паули

В случае сферически симметричной задачи бу-
дем использовать подстановку

где  – полный угловой момент.

Тогда из уравнения Дирака (1) получаем си-
стему:

Пусть вдали от неоднородности величина ки-

рального потенциала равна . Переходя к без-

размерным величинам  и

рассматривая состояние , получаем:

(2)

С помощью метода стрельбы можно получить
спектр квантовой задачи с уравнением (2). Спектр
уровней энергии в этой задаче охватывает как по-

ложительную область от  до , так и отрицатель-

ную от  до . С физической точки зрения воз-
буждения положительной энергии связаны с
электронными возбуждениями, а отрицательной
энергии – с возбуждением дырок. Рассматрива-
лись киральные потенциалы различных видов
(рис. 2).

Случай  описывает ситуацию, когда
неоднородность связана с обширной вакансией в
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структуре подложки. Такая яма на поверхности
подложки может быть реализована различными
нанотехнологическими способами, о чем мы упо-

минали во введении. Случай  связан со
структурным дефектом на поверхности подлож-
ки, вызванным локальным нарушением подре-
шеточной симметрии.

Рассмотрим сначала случай ямы, которая опи-
сывается с помощью кирального потенциала вида

 (на рис. 2 – черная

сплошная линия). Такой потенциал подразумева-

ет переход из области  в область  с
увеличением радиуса.

Энергетический спектр задачи представлен на
рис. 3a. На нем показано поведение энергии ос-
новного состояния электронов, которое обозна-

чено за , а также первого и второго возбужден-
ного состояния для электронных состояний в ки-

ральном потенциале . Аналогичная картина
поведения представлена также и для дырок. Заме-
тим, что электронное состояние существует для
любых радиусов дефекта, однако оно отлично от
величины массовой щели при радиусе дефекта

. Асимметричность спектра может быть
объяснена видом системы (2) — уравнения неин-

вариантны относительно замены . Одна-
ко система становится инвариантной относительно

отражения энергии  при одновременном

отражении потенциала  (и одной из

компонент волновой функции ). Это
замечание будет справедливо для киральных по-
тенциалов любого вида. То есть, исходя из знания

спектра для задачи с потенциалом , мы сразу
можем сделать вывод о виде спектра для задачи с

− 0(0) =G G

+ −0
1 1( ) = (1 tanh( ( )))

2
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→ −E E

→ −E E
→ −( ) ( )G r G r

→ −( ) ( )A r A r

( )G r

Рис. 2. Используемые виды потенциальных ям  с
одним переходом.
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потенциалом  – он получится отражением

относительно оси .

На рис. 3б–4б представлены результаты ана-
лиза волновых функций для различных значений
энергии. Сразу скажем, что мы можем без потери
смысла ограничиться представлением на рисунках

лишь верхней компоненты  двухкомпонентно-

го спинора, поскольку функции  и  локали-
зованы примерно в одной области. На рис. 3б по-

казаны электронные волновые функции . Вид-
но, что главное квантовое число связано с числом

пересечения функции  с нулем так же, как и в
одномерных квантовомеханических системах. На
рис. 4a представлены результаты анализа функ-

ции  для дырок. Отличительным свойством
задачи для электронов и для дырок является то,
что основное состояние электрона в дефекте все-
гда существует, а для дырки основное состояние

появляется при радиусе дефекта  (что со-
ответствует примерно 6 нм для карбида кремния),

при этом дырочного состояния  вообще нет — ос-
новное состояние для дырки d1 начинается с одного

пересечения волновой функции с осью абциcc.

В дальнейшем исследовании рассматривался
также киральный потенциал

(красный штрихпунктир на рис. 2), обеспечиваю-
щий переход из отрицательной киральности в по-
ложительную. Такой потенциал отвечает случаю
структурного дефекта на подложке, а не ямы (ва-
кансии), как в исследовании выше. В таком слу-
чае зависимость энергетического спектра значи-

тельно отличается от случая , есть только одно
основное состояние электронного возбуждения,
а дырочных состояний нет ни при каких радиусах
дефектов. Спектр представлен на рис. 5a.

− ( )G r
= 0E

( )A r
( )A r ( )B r

( )A r

( )A r

( )A r

1 > 2.5r

0d

−2 0 1( ) = tanh( ( ))G r G a r r
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Важно отметить, что зависимость энергии воз-
буждения от радиуса в рассматриваемых случаях
также различается. Характер убывания зависимо-

сти  показан на рис. 5a. Оказывается, что за-
висимость энергии основного состояния в случае
смены киральности пропорционален кривизне
для больших радиусов неоднородности, то есть

, где  – кривизна дефекта (рис. 5б).

3. КИРАЛЬНЫЕ ПОТЕНЦИАЛЫ 
С ДВУМЯ ПЕРЕХОДАМИ

В данном разделе рассмотрим более сложную
ситуацию, когда влияние неоднородности гэппи-
рующей подложки приводит к нескольким пере-
менам киральности, происходящим при разных
радиусах. Предположим, что переход от кираль-

ности  к  происходит через

промежуточную область с . Модельный
киральный потенциал, описывающий данную
ситуацию, имеет вид

(черная сплошная линия на рис. 6). Здесь и далее
в задачах такого плана фиксировалась величина

 и изучалось поведение системы в зависимо-

сти от , т.е. центр промежуточной обла-
сти был закреплен, а ее границы одновременно
расплывались в противоположные стороны. Оче-

видно, в пределе  имеем ту же ситуацию,

что и с потенциалом  (рис. 7a).

При увеличении  появляются новые лока-
лизованные состояния, как электронные, так и
дырочные. Можно заметить, что в гэппирован-
ных областях решение быстро убывает при удале-

нии от границы перехода, а в области  име-

1( )E r
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1
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Рис. 3.  (а) Спектр E(r1) задачи с потенциалом G1(r). (б) Волновые функции A(r) трех состояний электрона в
потенциале G1(r) для радиуса дефекта r1 = 8.
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ем набор волновых решений (рис. 7б, 7в). Спектр
задачи представлен на рис. 8a. Основное элек-
тронное состояние слабо меняется при увеличе-

нии , оставаясь в пределах между  и 
(напомним, энергия отнормирована на величину

гэпа ). Энергия остальных состояний
убывает по модулю с раздвижением границ про-
межуточной нулевой области. В целом спектр
близок к симметричному виду, однако при более
детальном рассмотрении можно заметить, что
электронные состояния по модулю энергии ле-
жат выше, чем дырочные. Далее рассмотрим по-
тенциал вида

(синий пунктир на рис. 6). Такой гэп обеспечива-

ет переход из  в  при  и обратно при

. В этом случае есть по одному уровню элек-

Δr 0.06 0.08

→ 0E G E

− − − −4 0 1 2( ) = (tanh( ( )) tanh( ( )) 1)G r G a r r a r r

− 0G 0G 1=r r
2=r r

тронных и дырочных состояний (рис. 8б). При

 имеем ситуацию обычного гэппирован-

ного графена. При увеличении  энергии элек-

тронных и дырочных состояний убывают, подходя

довольно близко к нулю (минимальное значение

разницы между электронным и дырочным состоя-

нием равно ). При промежуточных значениях

 имеем ситуацию двугорбой волновой функ-

ции (рис. 9б, 10б), когда она локализована на обо-

их переходах киральности . При малых  мо-

жем заметить симметрию между компонентами

спинора: электронные  по форме схожи с ды-

рочными , и наоборот – электронные 

схожи c дырочными . В системе (2) при боль-

ших   можно пренебречь слагаемым B(r)/r,

тогда замены  и  оставляют

уравнения инвариантными. Однако получаемые
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Рис. 4. (а) Волновые функции A(r) трех состояний дырки в потенциале G1(r) для радиуса дефекта r1 = 10. (б) Волновые
функции A(r) основного состояния электрона для радиусов дефекта r1 = 2, r1 = 4 и r1 = 6.
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двугорбые решения несимметричны относитель-

но центра промежуточной области (r1+r2)/2.

Электронные решения больше локализуются на

переходе из  в , а дырочные решения — на

переходе из  в . При больших  это приво-

дит к тому, что решения “не видят” второго пере-

хода в киральном потенциале и имеют только

один пик. В этом пределе задача становится ана-

логичной задаче с потенциалом с единственным

переходом  (рис. 11). Тогда спектр дырочных

состояний с точностью до знака определяется

рис. 5б с установленной зависимостью , а

спектр электронных состояний определяется рис.

5б, где экранирование приводит к повышению

энергии.

Наконец, предметом исследования стала зада-

ча с потенциалом

− 0G 0G
0G − 0G Δr

2( )G r

κE

(красный штрихпунктир на рис. 6) с переходами

из  в  и из  в . В отличие от предыдущей,

эта задача богата на различные энергетические

уровни (рис. 12). При малых  электронная вол-

новая функция характеризуется резким перехо-

дом в промежуточной области через ноль

(рис. 13a). При увеличении  высота пика, отве-

чающего переходу в точке , уменьшается,

волновая функция сглаживается, и, начиная с не-

которой величины , волновая функция пере-

стает “видеть” второй переход в киральном по-

тенциале и сразу стремится к нулю без изменения

в знаке в промежуточной области (рис. 13б). По-

скольку при этом решение локализуется на пер-

вом переходе (при ), значения энергии уве-

( )− − − −5 0 1 2

1 1
( ) = tanh( ( )) tanh( ( ))

2 2
G r G a r r a r r

0 0G 0G − 0G

Δr

Δr
2=r r

Δr

1=r r

Рис. 6. Используемые виды потенциальных ям  с двумя переходами.
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личиваются, как при уменьшении  в задаче с по-

тенциалом  (рис. 3a). При отрицательных

энергиях и небольших  обнаруживается на

один энергетический уровень больше. Интересно

поведение волновой функции основного состоя-

ния — так же, как и в случае электронных возбуж-

1r
1( )G r

Δr

дений, при малых  профиль волновой функции

претерпевает резкое изменение, однако это не пе-

реход через ноль, а пик (рис. 14a). При увеличе-

нии  пик становится все выше и выше, так что

до второго перехода (при ) в киральном по-

тенциале изменение волновой функции является

Δr

Δr

2=r r

Рис. 8. (а) Спектр E(r) задачи с потенциалом G3(r). (б) Спектр E(r) задачи с потенциалом G4(r).
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Рис. 12. Спектр  задачи с потенциалом .
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незначительным (рис. 14б) и решение становится

подобным решению в задаче с  с пе-

реходом из  в . Однако особенность задачи в
том, что она не становится аналогичной полно-
стью, поскольку для второго дырочного состоя-
ния такое упрощение не работает и решение ло-
кализуется в области до и вблизи первого перехо-

да при .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе была рассмотрена возможность со-
здания локализованных электронных состояний

− 2( ) = ( )G r G r
0G − 0G

1=r r

на основе неоднородностей подложки графена,
которая генерирует массовую щель. Были изуче-
ны пять задач с различными типами простран-
ственных переходов между киральностями. Было
показано, что локальные пространственные не-
однородности массовой щели в графене могут
стать квантовыми ямами как для электронных,
так и для дырочных состояний внутри массовой
щели. Конкретный спектр состояний зависит от
вида пространственных переходов.

Одним из основных результатов стало установ-
ление любопытной зависимости энергии электрон-
ных состояний от кривизны дефекта для задачи с
переходом из отрицательной киральности в поло-
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жительную. Оказалось, что для достаточно боль-

ших радиусов дефекта энергия состояния про-

порциональна кривизне границы дефекта.

Для всех рассмотренных задач получены зави-

симости энергии состояний от параметров систе-

мы — радиусов киральных переходов. Приведены

качественные обоснования наблюдаемых резуль-

татов для спектральных зависимостей и форм вол-

новых функций. Мы надеемся, что полученные ре-

зультаты помогут проложить новые направления

в исследовании полупроводниковых свойств гра-

фена с массовой щелью и в его технологическом

применении.
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Abstract—The paper considers a model of a quantum well on the basis of graphene on a substrate generating
a mass gap. The analyzed situation is when there is a defect in the substrate structure, and the graphene struc-
ture remains ideal. Such a defect provides spatial inhomogeneity of the mass gap. The paper shows that the
inhomogeneity of the mass gap leads to the appearance of a quantum well for both electron and hole exci-
tations. Based on the two-dimensional Dirac field model, localized electron and hole states are investigated,
their energy spectrum and wavefunctions are obtained. Various quantum wells obtained on the basis of inho-
mogeneities of different sizes and shapes are studied. A nontrivial dependence of localized states energy spec-
trum on the well parameters is shown.
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