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Аксиальная аномалия в КХД заключается в не
сохранении аксиального тока [1–4]. В частности,
синглетный ток  содер-
жит как электромагнитную (ЭМ), так и глюон-
ную (не-Абелеву) аномалии. Изовекторная
( ) и октетная ( ) компоненты октета акси-
альных токов  содер-
жат только ЭМ аномалию (число ароматов

,   матрицы Гелл−Манна):

(1)

(2)

где  и  электромагнитный и сильный тензоры

напряженности, соответственно,  и

,  число цветов,  кон-

станта связи сильного взаимодействия,  за-
рядовые множители (  заряды кварков в едини-

цах заряда электрона ): 

, 

Аксиальная аномалия в дисперсионном под-
ходе впервые была рассмотрена Долговым и Заха-
ровым [5]. Вычисление матричного элемента от
оператора (1), связанного с фотон-мезонными
переходами, приводит к треугольной диаграмме,
состоящей из аксиального тока  с импульсом

 и двух векторных токов с импульсами 
и .

(3)

Эту амплитуду можно представить в виде [6]:
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где ,  соответствую-
щие Лоренц-инвариантные амплитуды, ограни-
ченные сохранением тока и Бозэ симметрией. В

π η η → γγ0 ( )*, , '  γγ ( )*0| |GG

μ μψ γ γ ψ(0)
5 5= (1/ 3) i ii

J

= 3a = 8a

μ μψ γ γ λ ψ(3.8) 3.8
5 5= (1/ 2) i ii

J

= , ,i u d s λ3.8 (3)SU

μ
μ∂ ψ γ ψ +

α+ +
ππ

(0)
5 5

2
(0)

2

2=
3

3 ,
48

i i i
i

s
c

iJ m

e C N FF GG

μ
μ∂ ψ γ λ ψ +

π
2

(3.8) (3.8) (3.8)
5 5 2

2= ,
2 8

i i i c
i

i eJ m C N F F

F G
μν μνρσ

ρσ
1=
2

F Fe

μν μνρσ
ρσ

, 1=
2

t tG Ge = 3cN αs

( )aC
ie

e −(3) 2 21 1= ( ) = ,
2 3 2u dC e e

+ −(8) 2 2 21 1= ( 2 ) =
6 3 6u d sC e e e + +(0) 21= (

3
e

u dC e e

+ 2 2) = .
3 3se

α5J
+=p k q k

q
+

αμν

α μ ν

×

×  
 4 4 ( )

5

( , ) =

0| { (0) ( ) ( )}|0 .

ikx iqyT k q d xd ye

T J J x J y

ρ ρ ρ σ
αμν αμνρ αμνρ ν αμρσ

ρ σ ρ σ ρ σ
ν αμρσ μ ανρσ μ ανρσ

ε + ε + ε +
+ ε + ε + ε

1 2 3

4 5 6

( , ) =

,

T k q F k F q F k k q

F q k q F k k q F q k q

2 2 2 2= ( , , ; )j jF F p k q m = 1, ,6j

УДК 539.122,539.126.3,539.124,539.124.6

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПЛАЗМЫ, ПУЧКОВ ЧАСТИЦ
И ИЗЛУЧЕНИЯ С ВЕЩЕСТВОМ



ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА И ИНЖИНИРИНГ  том 17  № 1  2026

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ АКСИАЛЬНОЙ АНОМАЛИИ 159

работах [7–9] было показано, что для мнимых ча-
стей  и  по 4-импульсу акcиального тока 
можно записать аномальные правила сумм

(5)

где  функция спектральной

плотности и  масса кварка. , где
 – это виртуальность пространственно-по-

добного фотона. Это соотношение верно для про-
извольной массы кварка  и для любого  в рас-
сматриваемой области. Подчеркнем, что (5) явля-
ется точным теоретико-полевым соотношением
КХД и представляет собой запись аксиальной
аномалии в интегральной форме.

Сочетая теоретико-полевое выражение (5) с
глобальной кварк-адронной дуальностью [10] по-
лучаем

(6)

где первый член в правой части (6) соответствует
вкладу наинизших резонансов , а по-
следний член равен сумме всех оставшихся (резо-
нансных и не резонансных) состояний и выража-
ется через такой же интеграл, но с не нулевым
нижними пределом , который строго говоря яв-
ляется свободным параметром этого подхода.
Проекции аксиальных токов  на одно-мезон-
ные состояния  определяют констан-

ты связи(распада) 

(7)

в то время как форм-факторы  переходов
 определяются матричными элементами

(8)

Выражение для спектральной плотности
 в пределе  имеет

вид [8]:

(9)

Подставив (9) в (6), из (5) получим АПС для
изовекторного ( ) и октетного ( ) токов
[10–13], для случаев когда один фотон реаль-
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Подчеркнем, что выражения (10) являются пря-
мым следствием аксиальной аномалии и глобаль-
ной кварк-адронной дуальности. Нижние пределы
интегрирования в (6), а также в (10), –  являют-
ся свободными параметрами, которые вообще го-
воря могут быть функциями от . Их значения
могут быть найдены из сравнения с эксперимен-
том или из сравнения с другими теоретическими
подходами.

В случае изовекторного тока ограничиваясь
вкладом только  мезона, и пренебрегая 
смешиванием можно определить величину  не-
посредственно из асимптотики АПС при высоких

, где факторизация КХД предсказывает значе-
ние переходного форм-фактора при 

 [14]. Сравнение этого выражения с

асимптотикой (10) для случая  мезона немед-
ленно приводит к  ГэВ2. Это вы-
ражение, подставленное в (10) дает

(11)

что фактически является теоретическим подтвер-
ждением из аксиальной аномалии интерполяци-
онной формулы Бродского−Лепажа для ПФФ пи-
она [15]. Выражение (11) совпадает с результатом
полученным Радюшкиным и Русковым [16] в под-
ходе правил сумм на световом конусе. Еще раз
подчеркнем, что формула (11) есть прямое след-
ствие АПС для изовекторного тока (являющимся
точным непертурбативным соотношением КХД).

В работе [17] по сравнению подходов правил
сумм на световом конусе и АПС в пространствен-
но-подобной области, было показано, что значе-
ние  слабо меняется от  от  до  ГэВ2.

В случая же октетного тока, чтобы оценить ве-
личину  из асимптотики, требуется привлечение
моделей для описания  смешивания. В то же
время, как отмечено в [19] на основании 
симметрии можно положить  ГэВ2.

Случай синглетного тока рассмотрен в рабо-
тах [18, 19], в отличии от изовекторного и октет-

ного токов здесь присутствует 
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представление требует вычитания  
. АПС для синглетного то-

ка имеют вид [18, 19]:

(12)

где спектральная плотность определена как

. Применяя глобальную кварк-

адронную дуальность (6) в левой части (12), полу-
чим

(13)

Случай синглетного тока отличается от изо-
векторного и октетного наличием диаграмм но-
вого типа, включающие виртуальные глюоны.
Чтобы выделить электромагнитный вклад, разде-
лим спектральную плотность синглетного тока на
две части,

(14)

Вторая часть  это вклад диаграмм рис. 2 с
виртуальными глюонами переходящими в два
фотона через всевозможные пертурбативные и
непертурбативные сильные взаимодействия [18,
19]. Первая часть  представляет вклад КЭД
диаграмм, чья наинизшая одна-петлевая часть
рис. 1 определяется схожим с (9) выражением с
соответствующей заменой зарядового множителя

. Используя (9) перепишем АПС (13) в виде
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Нижний предел  в интеграле в правой
части (15) должен лежать между квадратом массы
последнего учтенного резонанса и первого резо-
нанса включенного в интегральный член. Для
синглетного тока, выделяя  и  мезоны в выраже-
нии (15), мы ожидаем  ГэВ2, следовательно
интеграл от  будет подавлен как . Введем
функцию
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Функция  представляет собой отно-
шение вкладов глюонной и ЭМ аномалии

.  в (17) это вычитательный член в

дисперсионном представлении глюонной анома-
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го представления глюонной аномалии и интегра-
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торый подавлен как  при  ГэВ .
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часть глюонной аномалии. Поэтому поведение
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ми двумя членами, и она отражает свойства непер-

турбативного матричного элемента . То-
гда АПС для синглетного тока имеют вид [18, 19]:
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(19)

где , коэффициенты , ,  выра-

жаются через константы распада  (7) (числен-

ные значения констант распада  и коэффици-

ентов , ,  приведены в [19]).

Данное выражение (19) связывает экспери-
ментально наблюдаемые величины – ПФФ

 с функцией , которая со-

ответствует непертурбативному матричному эле-

менту . Таким образом, изучение функ-

ции  позволяет нам получить вклад не Абе-

левой аномалии в процессы  при

различных виртуальностях фотона.

Стоит отметить, что выражения (10), (13), (19)
имеют вид схожий с моделью векторной мезонной
доминантности (ВМД). Все они есть следствия дис-
персионного подхода и глобальной кварк-адрон-
ной дуальности полученные без привлечения ВМД.

Как показано в работах [19, 20] необходимо

учитывать смешивание , что означает что

ПФФ пион должен обязательно иметь три члена.

Случай двух реальных фотонов ( )
был рассмотрен в [18]. Было сделано обобщение
низкоэнергетической теоремы (НЭТ) [4] с учетом
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Используя АПС для октетного (10) и синглет-
ного (18) токов и НЭТ, получаем
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нетривиальную зависимость от импульсов фото-

нов( ). Что в свою очередь исключает

вариант константы для вклада сильной анома-
лии, в противоположность случаю электромаг-
нитной аномалии.

Численное значение функции  можно вы-
числить из АПС (18) через данные ширин распа-
дов, полученные результаты приведены в табл. 1.

Случай с одним реальным и другим вирту-
альным фотоном был рассмотрен в работе [19].
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Рис. 3. ПФФ  (19) в пространственноподоб-

ной области для различных схем смешивания с ап-

проксимацией  в виде ступенчатой функции. Зе-

леная затемненная область показывает  неопреде-

ленность по (для схемы смешивания EGMS16 [27]).

На вставке показана область низких .
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ей, а именно –  при  ГэВ2 и

 начиная с  ГэВ2.

Также в [19] исследовалась зависимость функ-

ции  от . Используя экспериментальные

данные по ПФФ  и  мезонов [23–26], было сде-

лано фиттирование, положив  и  в качестве па-
раметров. Установлено, что во всех рассмотрен-

ных схемах смешивания  оказывается равным

 ГэВ2, полученные значения  и , а также со-

ответствующие  приведены в табл. 2.

Контурный график  для схемы сме-

шивания EGMS16 [27] показан на рис. 5. Черные
круглая и квадратные точки показывают миниму-

мы  для фитов по объединенным  и от-

дельно  данным соответственно.

На рис. 5 видна корреляция между  и . А
именно, хотя наилучшие полученные значения в ре-

зультате фита  ГэВ2 и , также возмо-

жен вариант с , требующий  ГэВ2,
что означает пренебрежение сильной аномалией

при больших , а не только при . Мы будем

называть этот сценарий (  ГэВ2 и )
случаем скрытой сильной аномалии, в противопо-
ложность случаю открытой сильной аномалии
(  ГэВ2 и ).

Вопрос об аналитическом продолжении для
ПФФ (19) во времени-подобную область рас-

смотрен в [19], для этого необходимо заменить 

≈ 0B −2
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≈ −0.25B ≥2
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на  в (19). Установлено, что эти режимы соот-
ветствуют разным кинематическим областям.

Результаты для области Далицовских распадов

( )  и  мезонов показаны на рис. 7

и 8, сценарии со скрытой и открытой аномалией
показаны сплошными красными и штрихован-
ными зелеными кривыми соответственно. Затем-

ненная область отражает  теоретическую не-

определенность (вносимую ). Как видно из рис. 7

и 8, данные в рассматриваемой области малых 
подтверждают случай скрытой аномалии. Отме-

тим, что свежие данные 2024 г. для  [33] также

подтверждают случай скрытой аномалии.

Область аннигиляции ( ) также была
рассмотрена в работе [19]. Показано, что реали-
зуется случай открытой аномалии. Установле-

но, что функция  должна иметь экстре-

мум при  ГэВ2, который можно параметри-
зовать с помощью Гауссиана.

Обнаруженный Гауссово-подобный минимум

 может означать вклад резонанса в глюон-
ном матричном элементе,

Из того факта, что минимум расположен при

 ГэВ2, можно предположить, что он пред-
ставлен псевдоскалярным резонансом(-ами) с

массами  ГэВ, поэтому энергия виртуаль-

ного фотона в финальном состоянии может быть
∼1 ГэВ. Легкий глюбол является возможным кан-
дидатом. Также возможно, что этот минимум это
результат суммы нескольких резонансов [19] (и
ссылки там же).

Результат для ПФФ  мезона показан на рис. 6.

В области высоких энергий  ГэВ2 [37] так-
же реализуется сценарии открытой аномалии.

Отметим, что значения  и  такие же как

− 2q

≤2 2 2
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Таблица 1. Вклад глюонной аномалии в случае двух
реальных фотонов для различных схем смешивания

Схема смешивания B(0)

FKS98 [21] 0.022

EF05 [22] 0.045

KOT12 [12] –0.080

EGMS16 [27] –0.024

Таблица 2. Полученные значения  и  для различных схем смешивания, в скобках приведена статистическая

ошибка

Сх. смешивания

FKS98 [21] –0.264 1.66

EF05 [22] –0.254 1.20

KOT12 [12] –0.240 1.74

EGMS16 [27] –0.248 1.51

0s B

0s B − (0)B B η+ηχ
= −

2
'

81 2dof

1.00(10) −0.242(62)

0.99(10) −0.209(66)

1.01(10) −0.320(56)

1.00(10) −0.272(60)
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и в пространственно-подобной области, и таким

образом асимптотики совпадают.

Таким образом, мы можем заключить, что в

области малых  реализуется сценарий скрытой

сильной аномалии (  и ). Начиная с

 ГэВ2 имеет место сценарий открытой

аномалии ( ,  ГэВ2), вклад сильной

аномалии в ПФФ быстро становится значитель-

ным и достигает  от вклада электромагнит-

ной аномалии. Во времени-подобной области

при  ГэВ2 функция  должна иметь

минимум. График функции  изображен на

рис. 9. Строго говоря, функция  должна

быть непрерывной, поэтому рис. 9 может счи-

таться первой грубой аппроксимацией, но тем не

2
| |q
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−0.25B 0 1s
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Рис. 5. Контурный график  для 

ПФФ по данным [23–26] с использованием схемы
смешивания EGMS16 [27]. Черные штрихованный

контур и круглая точка обозначают линию  ДИ и
минимум, соответственно, для объединенных дан-

ных по ; черная квадратная точка обозначает

минимум  для  данных.

�

d.o.f.
2.00

1.4

1.2

1.8

1.6

1.0

0.8

0.6

0.4

–0.5 –0.4 –0.3 –0.2 –0.1 0 0.1 0.2 0.3

99% ДИ

= 1.3

s0, ГэВ2

s0 � s3.8

В

1.95

1.90

1.85

1.80

1.75

1.70

1.65

1.60

1.55

2

���'

�

dof

2

���'

���'  минимум

�'  минимум

η+ηχ2
' 0( , )/B s dof η η, '

99%

η + η'

χ2 η'

Рис. 6. ПФФ  (19) в области аннигиляции [34–36]:

красная сплошная кривая – ПФФ с  с Гаусси-
аном, зеленая штриховая кривая – ПФФ со ступенча-

той-функцией 

103

102

10–1

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

CMD 2004

SND 2014

SND 2007

|F�(q2)|2/|F(0)|2

	q2, ГэВ 

η
2

0( , )B q s

2
0( , )B q s

Рис. 7. ПФФ  (19) при различных  для Далицов-

ских распадов [30, 31].

3

2

5

4

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

A2 2016

|F�(q2)|2/|F(0)|2

	q2, ГэВ

NA60 2016

s3,8 = 0.6, s0 = 1.0

s3,8,0 = 0.6

η 0s

Рис. 8. ПФФ  (19) при различных  для Далицов-

ских распадов [32].

1

0 0.5

|F�(q2)|2/|F(0)|2

	q2, ГэВ

BESIII 2015

s3,8 = 0.6, s0 = 1.0

s3,8,0 = 0.6
10

η' 0s

Рис. 9. Функция отношения глюонной к ЭМ анома-

лии – .

0

1.2

1.4

0.8

1.0

0.4

0.2

0.6

–4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

B(q2)

q2, ГэВ2

2
0( , )B q s



164

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА И ИНЖИНИРИНГ  том 17  № 1  2026

ХЛЕБЦОВ, ОГАНЕСЯН

менее отражающей все характерные аспекты по-

ведения функции .
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Abstract—In the framework of the dispersion approach to the axial anomaly, both Abelian and non-Abelian
cases are considered. Anomalous sum rules for isovector, octet and singlet currents are derived, which allow

us to relate the experimentally observed quantities, the transition form factors , with the non-

perturbative gluon matrix element . A description of this matrix element is obtained as a function

of the photon virtuality in various kinematic regions.
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