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В данной работе проведено вычисление электрической проводимости в расширенной модели Хаб-
барда на гексагональной решетке в зависимости от величины взаимодействия электронов на сосед-
них узлах решетки в области фазовой диаграммы, где это взаимодействие примерно компенсирует
взаимодействие электронов на одном узле. Исследование выполнено при помощи гибридного ме-
тода Монте-Карло с узловыми и линковыми полями Хаббарда. Обнаружено регулярное превыше-
ние проводимости над баллистической.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Расширенная модель Хаббарда [1] хорошо из-

вестна в связи с задачами определения коллектив-
ных свойств релятивистских электронов в графене в
режиме сильной связи. Типичным направлением
исследования являются различные рассмотрения
свойств фаз модели и фазовых переходов между
ними. Взаимодействие электронов в данной мо-
дели не может быть рассмотрено по теории воз-
мущений, что вызвает необходимость разработки
численных методов расчета наблюдаемых и кор-
реляторов. Общераспространенный подход со-
стоит в решеточной аппроксимации статистиче-
ской суммы, которая может быть выполнена раз-
личными способами. Одним из способов является
решеточная аппроксимация при помощи введе-
ния полей Хаббарда и преобразования Хаббарда-
Стратоновича [2, 3]. В данной работе наряду с уз-
ловым полями использованы также линковые по-
ля [4].

Отдельным направлением исследования явля-
ется изучение транспортных свойств электрон-
ных возбуждений в расширенной модели Хаббарда,
например, изучение электропроводности. Показа-
но, что проводимость безмассовых дираковских
фермионов в случае отсутствия взаимодействия
составляет  [5]. Такая ситуация называ-
ется “баллистической проводимостью”, потому
что при отсутствии рассеяния движущихся заря-

дов при движении сквозь материал заряды дви-
жутся по инерции. Она реализуется в случае, если
средняя длина свободного пробега превышает
линейные размеры среды. С другой стороны, бал-
листическая проводимость не бесконечная, пото-
му что существует лишь ограниченное число носи-
телей заряда, способных дать вклад в проводимость.
В результате этого существует предел сопротивле-
ния [6–8].

Недавно было обнаружено, что в некоторых
ситуациях проводимость все же может превышать
баллистический предел [9–11]. Для описания это-
го аномального случая был предложен гидроди-
намический подход [12–14], связанный с коллек-
тивным движением зарядов. В данной статье сде-
лана попытка рассматривать данное явление
(называемое сверхбаллистической проводимо-
стью) в рамках решеточной фермионной модели.

2. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ФОРМАЛИЗМ

Рассматривается расширенная модель Хаббар-
да на гексогональной решетке с  узлами вдоль
каждого направления с периодическими гранич-
ными условиями. Гамильтониан модели задается
следующим образом:

(1)
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где  – параметр хоппинга,  обозначает со-
седние узлы,  – проекция спина (вверх или
вниз),  задает электриче-
ский заряд, и  представляет оператор уничто-
жения электрона со спином  в узле .  обозна-
чает матрицу электростатического взаимодействия
электронов с одним учтенным координационным
радиусом (соответствующие параметры , ).
Размерность данной матрицы составляет ,
где . Для вычислений использованы па-
раметр обратной температуры  и па-
раметр . Само вычисление выполняет-
ся методом квантового гибридного Монте-Карло,
технические основы которого подробно описаны в
[1], а процедура дискретизации статсуммы на ре-
шетке и реализация смены состояний в процессе
Монте-Карло подробно раскрыта в [2, 3]. Общее
число временных слоев достигает , потому
что каждый из  временных слоев разбит на два
сомножителя, отдельно для кинетической части
гамильтониана и части с взаимодействием (у нас

 = 60). Наша схема вычислений имеет лишь
небольшие отличия от источников, упомянутых
выше, и приводит к формулам:
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да  и ,  – параметр временного
слоя (общее число временных слоев – ). За-
пись  означает узел решетки, переход из ко-
торого в соседний в направлении  узел приводит
в позицию . Для подтверждения вида выраже-
ния (3) следует использовать следующий вид пре-
образования Хаббарда−Стратоновича:

(8)

Таким образом, процесс Монте-Карло затра-
гивает только бозонные поля Хаббарда, а ферми-
онные силы, изменяющие поля, учтены путем
прямого дифференцирования определителя с
фермионной матрицей.

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА 
ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТИ

Проводимость графена определяется согласно
методике работы [15]. Вычисление использует
формулу Грина−Кубо для определения коэффи-
циента переноса при помощи коррелятора [16,
17]. Вычисление начинается с определения ток-
токового коррелятора, определенного согласно

(9)

где

а  – пространственные направления. Выраже-
ние для тока  получается при помощи уравне-
ния Гейзенберга:
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можно учесть при моделировании в решеточной
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где , , ,  и
индексы обратной матрицы относятся к слоям во
времени и узлам в пространстве.

После получения  из моделирования Мон-
те-Карло проводимость в зависимости от частоты
определяется как решение уравнения

(11)

(12)

В силу сильной неустойчивости стандартных
алгоритмов решения данной некорректно постав-
ленной задачи предлагается воспользоваться более
стабильным методом — методом Бакуса−Гиль-
берта (Backus−Gilbert) [18]. Замечательное обсуж-
дение может быть найдено в [19]. Функция 
может быть найдена в зависимости от частоты, но
нас интересует лишь значение при . Будем
обозначать это значение .

С целью уменьшения статистических ошибок
мы воспользовались четностью функции  от-
носительно  (это следует из периодично-
сти на решетке) и перед использованием (11) за-
менили каждое значение функции  на полу-
сумму соответствующих значений:

4. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
Следует отметить, что проводимость  подвер-

жена значительному эффекту конечного объема.

+ μ=y x + μ1 =y x + ν=w z + ν1 =w z
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Поэтому вычисления должны проводиться для не-
скольких значений  и требуется предел . К
сожалению, компьютерное моделирование рас-
ширенной модели Хаббарда для больших  со-
пряжено со значительными трудностями. В этой
связи для перехода к  может быть исполь-
зована экстраполяция.

К счастью,  может быть значительно увели-
чено путем рассмотрения идеальной модели:

. Метод Монте-Карло не требуется,
поля Хаббарда также не нужны, достаточно вве-
сти фермионную матрицу  из блоков . Вы-

числение  позволяет сразу перейти к кор-
релятору токов. Пример подобных вычислений
представлен на рис. 1. После применения метода
Бакуса-Гильберта получают  для каждого от-
дельного .

Для каждой кривой  проводимость при по-
стоянной частоте  рассчитывается
отдельно, после чего эти значения аппроксими-
руются некоторой кривой, зависящей от . Зна-
чение  для бесконечной системы известно из
теории (см., например, [5]) Результат показан на
рис. 2. Для целей нашего исследования была вы-
брана зависимость

(13)

Нами получено значение .
В данной работе исследована проводимость

при значениях параметров взаимодействия около
прямой , потому что для таких значе-
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ний параметров взаимодействие электронов на
одном узле и на соседних примерно “компенси-
руют” друг друга, т.е. система в некотором смысле
близка к идеальной.  выбрано, т. к. в про-
тивоположном случае в гибридном методе Монте-
Карло возникает проблема знака. Мы вынужде-
ны провести вычисления только лишь для 
и  из-за вычислительных трудностей, воз-
никающих в гибридном методе Монте-Карло для
больших . Для каждой пары полученных проводи-
мостей для  и  выполняется
экстраполяция по  с .

Получаемая для результатов погрешность оце-
нивается как

(14)

где вычисление выполнялось для нескольких близ-
ких друг к другу значений  (индексируемых в (14)
при помощи : ,  и т.д.), посколь-
ку нужно предусмотреть влияние возникающих
при Монте-Карло моделировании метастабиль-
ных состояний, роль которых может быть велика в
окрестности прямой  (т.к. велики пока-

затели экспонент, содержащих деление на , см.
(3)). Статистические ошибки также были рассчи-
таны, но они намного меньше, чем неопределен-
ность, вызванная наличием метастабильных со-
стояний.
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Итоговый полученный результат представлен
на рис. 3. Можно видеть, что  постепенно рас-
тет от значения 1/4 при малых  до значений
примерно в 2 раза больших. Кроме того, можно
предположить, что при  приходит смена
поведения. Это видно как из изменения поведе-
ния кривой, так и из локального увеличения по-
грешностей вычилений, что обычно имеет место
в окрестности точек фазового перехода.

В целом, наши результаты могут служить ука-
занием на стабильное превышение проводимости
над баллистической в окрестности .

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе делается попытка выполнить

вычисление проводимости электронных возбуж-
дений в расширенной модели Хаббарда на гекса-
гональной решетке вдоль прямой  со
стороны бóльших . При вычислении использу-
ется формула Грина−Кубо, связывающая корре-
лятор токов с проводимостью при разных часто-
тах, но в качестве результата используется лишь
значение статической проводимости (при нуле-
вой частоте). Коррелятор токов вычисляется при
помощи элементов обратной фермионной матри-
цы, которые получаются при моделировании ги-
бридным методом Монте-Карло на решетке в 2 + 1.

В области параметров  от  до  наблюда-
ется регулярное превышение проводимости над
баллистической. Данное явление (сверхбалли-
стический режим) в настоящее время изучается
преимущественно при помощи гидродинамиче-
ского подхода. Проведенное в данной работе вы-
числение показывает, что квантовая решеточная
модель также может быть использована для цели
этих исследований.

В качестве развития работы предполагается
поиск параметра порядка, который мог бы ука-
зать на природу сверхбаллистической проводи-
мости, а также более детальное рассмотрение
окрестности , где наблюдается измене-
ние поведения проводимости.
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A Study of Conductivity in the Extended Hubbard Model
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Abstract—In this paper an electrical conductivity in the extended Hubbard model on a hexagonal lattice is
computed as a function of the intensity of the electrons’ interaction at neighbouring lattice sites in the region
of the phase diagram where the neighbouring interaction and the on-site interaction approximately compen-
sate each other. The study was performed using the Hybrid Monte Carlo method with Hubbard node and link
fields. A regular excess of conductivity over a ballistic one was found.
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