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1. ВВЕДЕНИЕ
Применение в системах электронного охлажде-

ния (СЭО) [1] интенсивных электронных пучков
требуется для усиления эффекта охлаждения, что
достигается повышением тока пучка. Однако, с
повышением тока электрическое поле пучка (по-
ле пространственного заряда) замедляет скорость
электронов и создает неоднородное распределе-
ние плотности пучка. Соответственно, распреде-
ление потенциала пучка и скорости электронов
по радиусу отличается от закона, известного для
электрических проводников при постоянном то-
ке. Все это сказывается на эффективности охла-
ждения и отклонении от линейного закона зави-
симости времени охлаждения от тока пучка, что
наблюдалось еще в первых экспериментах по
электронному охлаждению протонов [2].

В проекте NICA [3] три из четырех синхротро-
нов используют электронное охлаждение для на-
копления и формирования ионных пучков.

При расчете силы трения как правило рас-
сматривается цилиндрический пучок электронов
с постоянными по радиусу плотностью и скоро-
стью электронов. Учет действия поля простран-
ственного заряда пучка приводит к зависимости
этих параметров от координат электронов.

2. ЗАМАГНИЧЕННЫЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКИЙ 
ЭЛЕКТРОННЫЙ ПУЧОК

В системах электронного охлаждения элек-
тронный пучок, за редким исключением, форми-

руется и транспортируется в продольном (соле-
ноидальном) магнитном поле, величина которого
удовлетворяет требованию

(1)

Здесь  – ларморовский радиус электрона для
компоненты его скорости , ортогональной на-
правлению магнитного поля ;  и  – масса и
заряд электрона;  – Лоренц-фактор электрона,
рассчитанный по его продольной скорости v0 на вы-
ходе источника электронов (“электронной пуш-
ки”);  – радиус цилиндрического электронного
пучка. Такой пучок называется замагниченным.

Особенность замагниченного электронного
пучка в СЭО состоит в том, что поперечные ком-
поненты скорости его электронов много меньше
продольных:

(2)

Это условие достигается формированием пучке
в источнике электронов и является одним из требо-
ваний к качеству электронного пучка СЭО [1].

Плотность электронного пучка  и скорость
его электронов  связаны с плотностью тока
пучка  уравнением непрерывности
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(4)
Для стационарного пучка уравнение непре-

рывности (3) упрощается,

(5)
В системах электронного охлаждения условие

(1) заведомо выполняется, так как к поперечным
скоростям (температуре) охлаждающего электрон-
ного пучка предъявляются гораздо более жесткие
требования. Из условия (2) следует, что попереч-
ными компонентами вектора плотности тока
можно пренебречь, и уравнение (5) приводит к
постоянству продольной компоненты тока:

(6)

Здесь  – плотность тока электронного пучка,
постоянная по его радиусу как на выходе из ис-
точника электронов, так и далее, при прохожде-
нии электронов через СЭО,  – ток электронно-
го пучка.

Условие постоянства плотности тока по радиусу
поддерживается высокой однородностью продоль-
ного магнитного поля, сопровождающего элек-
тронный пучок на всем протяжении участка охла-
ждения. Исключением являются СЭО с так назы-
ваемым полым электронным пучком.

Потенциал катода электронной пушки ϕcath
выбирается так, чтобы компенсировать провиса-
ние кинетической энергии электронов на оси пучка
и выполнить условие достижения оптимального
значения энергии электронов на оси пучка. Как из-
вестно из теории метода электронного охлаждения
[1], оптимум (максимум силы трения электронов)
достигается при равенстве средних скоростей
электронов и ионов на оси электронного пучка:

(7)
Соответственно, оптимальные значения кине-

тических энергий электрона  и иона  удовле-
творяют равенству

(8)

Формула (8) верна во всем диапазоне энергии,
вплоть до . Здесь с – скорость света,  – мас-
са иона1, параметры β и γ – Лоренц-факторы обе-
их частиц:

(9)

Начальная кинетическая энергия электронов
на выходе из источника электронов определяется

1 Равенство (8) справедливо так же для значений полной
энергии электрона и иона, а также для значения энергии
иона на нуклон. В последнем случае – масса нуклона в яд-
ре иона.
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потенциалом катода электронной пушки , ко-
торый создается источником ускоряющего на-
пряжения. На выходе в свободное пространство
на длине порядка диаметра цилиндрической ваку-
умной камеры электроны тормозятся полем про-
странственного заряда электронного пучка. По-
этому потенциал катода выбирается так, чтобы
условия (7), (8) выполнялись для электронов и
ионов на оси электронного пучка ( ), с кото-
рой совпадает (в идеальном случае) ось ионного
пучка на участке охлаждения:

(10)

Здесь ,  – потенциал элек-
тронного пучка.

Потенциал электрического поля электронного
пучка  описывается уравнением Пуассона

(11)

Плотность электронов  находим из ра-
венств (4) и (6):

(12)

Скорость  и Лоренц-фактор электрона
 зависят от координаты электрона.

Для упрощения дальнейших вычислений вве-
дем безразмерную функцию  и константу :
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(16)

Приближенное решение уравнения (16) мож-
но найти, разложив функцию  (14) по ма-
лому параметру :

(17)

Тогда уравнение (16) для области 
приводится к виду

(18)

где  – безразмерная константа

(19)

Вводя новую безразмерную переменную

(20)

приводим уравнение (16) к виду неоднородного
уравнения Бесселя нулевого порядка:

(21)

Общее решение однородного уравнения (левая
часть уравнения (21)) есть

(22)

Здесь  и  – функции Бесселя нулевого
порядка,  и  – константы. Так как функция

 при  стремится к отрицательной беско-
нечной величине, необходимо положить .

В качестве частного решения уравнения (21)
можно выбрать константу , которую определим
ниже (см. (30)).

Таким образом, решение для области внутри
пучка есть

(23)

Решение для области вне пучка 

 (  – радиус цилиндрической вакуумной

камеры) находим из уравнения Лапласа 

или с помощью теоремы Гаусса, в обоих методах
при граничном условии  2

(24)

Окончательно полное решение для потенциа-
ла , справедливое вплоть до релятивистских
значений энергии электронов, есть

(25)

Трудность в вычислениях возникает из-за за-
висимости функции  в (14) и (17) от функции

. Обойти эту трудность можно, ограничив-
шись приближенным значением функции Бесселя

(26)

удовлетворяющим уравнению (25) с точностью до
третьего члена разложения:

(27)

Сшивая решения (25)–(26) и их производные
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Затем, используя уравнение (27), находим зна-
чение константы :

(29)

Теперь константа  определена в уравнении
(28), а константа  в уравнении (27), где, прене-
брегая в нем первым слагаемым, получаем

(30)

3. РЕЗУЛЬТАТЫ
Для демонстрации эффекта пространственно-

го заряда здесь представлены результаты расчетов
распределения потенциала аксиально-симметрич-
ного электронного пучка  по радиусу цилин-

дрического пучка в системах электронного охла-
ждения. Расчеты проведены для четырех конкрет-
ных примеров СЭО синхротронов с электронным
охлаждением проекта NICA: Бустер (нереляти-
вистская энергия электронов СЭО, рис. 1, 2) и
Коллайдер (релятивистская энергия, рис. 3, 4) [3].

Расчеты проведены двумя методами:

• численным решением уравнения (16) с по-
мощью программы Mathematika (функция 
ниже);

• приближенное решение (функция  (25) с
константами (28)–(30)).

Для сравнения представлен также пример
электронного пучка с однородным распределе-
нием плотности (функция ) [4]:

(32)
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Рис. 1. Функции потенциалов и их разностей для Ee = 1.74 кэВ, Ie = 0.15 А.
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Рис. 2. Функции потенциалов и их разностей для Ee = 35.4 кэВ, Ie = 0.3 А.
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Рис. 3. Функции потенциалов и их разностей Ee = 1 МэВ, Ie = 1 А.
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Все три функции, как и в расчетах выше, без-
размерные.

Параметры электронных пучков выбраны на
примере охлаждения ионов ксенона 128Xe28+, ко-

торые используются в экспериментах на ком-
плексе NICA, и приведены в табл. 1. Там же пред-
ставлены основные результаты расчетов для всех
четырех вариантов.
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Графики функций потенциала и их разностей
изображены на рис. 1–4 линиями различных цве-
та, толщины и структуры:

• численное решение  ( )m xε

• приближенное решение  

• пучок однородной плотности  

• разность приближенного решения и числен-
ного решения  

( )xε

( )xε

( ) ( ) ( )Δ mx x xε = ε − ε

Рис. 4. Функции потенциалов и их разностей для Ee = 2.5 МэВ, Ie = 1 А.
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Таблица 1. Параметры СЭО синхротронов NICA

Синхротрон Бустер Коллайдер

Вариант 1 2 3 4
Энергия ионов, МэВ/нуклон 3.172 64.53 1822.88 4557.21
Оптимальное значение кинетической 
энергии электронов на оси пучка , кэВ

1.74 35.4 1000 2500

Ток электронного пучка, А 0.15 0.3 1.0 1.0
Радиус электронного пучка, см 1.4 0.5
Радиус вакуумной камеры, см 5.0 5.0

1. Значение потенциала электронного пучка (вольт) на его оси для трех видов решений
Точное численное решение 183.56 89.99 89.345 170.63
Приближенное решение (24) 182.39 89.99 69.345 170.63
Пучок однородной плотности 191.67 90.08 89.346 170.63

2. Разность значений потенциала (вольт) на оси пучка для приближенных и точного решений
–1.17 0.003 4.5 ⋅ 10–7 7.5 ⋅ 10–7

8.11 0.09 6.4 ⋅ 10–4 2.7 ⋅ 10–4

3. Разность значений потенциала (вольт) на оси и границе пучка
Приближенное решение 86.70 42.47 7.97 7.61
Пучок однородной плотности 91.46 42.52 7.97 7.61

0eϕ
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МАЛЬЦЕВА и др.

• разность решения для пучка постоянной плот-
ности и численного решения 

 
Численное решение точного уравнения (16) в

малой окрестности оси пучка имеет особенность.
Функция, представляющая результат этого реше-
ния, убывает при приближении к оси в области,
размер которой довольно мал. Для варианта № 1
радиус зоны убывания составляет 5% от радиуса
пучка, для варианта № 2 он меньше 0.5%, а для ва-
риантов № 3 и № 4 зона убывания еще меньше.
Зона такого малого радиуса не имеет практиче-
ского значения. В таблице 1 данные для варианта
№ 1 в разделе 1 (помечены звездочками) приведе-
ны для горизонтальной координаты , а
кривые на рис. 1 начинаются от этой же коорди-
наты .

4. АНАЛИЗ
Из приведенных выше результатов расчетов

(рис. 1 и табл. 1) можно сделать несколько выводов:
1. Сравнение значений точного численного

 и приближенного  решений на оси
пучка (табл. 1, разд. 1) показывает, что их раз-
ность не превышает 1.18 В при минимальной
энергии электронов и уменьшается с ростом
энергии электронов.

2. Тот же анализ показывает, что значение
функции  для пучка однородной плотности
существенно превышает значения обеих функ-
ций  и  при низкой энергии, где влия-
ние пространственного заряда велико. Это влия-
ние быстро исчезает с ростом энергии электронов
(табл. 1, разд. 1). Поэтому для вычисления потен-
циала электронного пучка можно при энергии
электронов выше нескольких десятков кэВ поль-
зоваться упрощенной моделью электронного
пучка с постоянной по сечению плотностью.

3. Существенное влияние на скорость охла-
ждения (время охлаждения) оказывает изменение
энергии электронов с радиусом (рис. 1, табл. 1,
разд. 3): по мере удаления от оси пучка ионы стал-
киваются с электронами, кинетическая энергия

( ) ( )Δ hx xε = ε −
( )m x− ε

0.05x =

0.05x =

( )m xϕ ( )e xϕ

( )h xϕ

( )m xϕ ( )e xϕ

которых значительно больше оптимальной энер-
гии на оси пучка, что необходимо учитывать в
расчетах времени охлаждения ионов. Этот эф-
фект так же значителен при охлаждении ионов
низкой энергии.

4. Первые эксперименты по электронному
охлаждению ионов ксенона 124Хе28+ в синхротро-
не Бустер NICA (табл. 2) показали, что расчетные
и экспериментальные значения энергии электро-
нов на выходе из электронной пушки совпадают с
точностью лучше  на энергии инжекции
ионов (первый и второй столбцы таблицы) и

 на так называемом “втором плато” магнит-
ного поля Бустера при ускорении ионов (третий
столбец). Более значительное расхождение при
токе 50 мА объясняется трудностями точной на-
стройки энергии при малом токе электронов.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Данная публикация имеет целью сделать оче-
редной шаг в развитии теории электронного
охлаждения – оценить влияние пространственного
заряда электронов на распределение их энергии по
объему электронного пучка. Полученные результа-
ты указывают на необходимость строгого учета это-
го влияния на силу трения электронного пучка и,
соответственно, время охлаждения ионов. Это
предполагается сделать в следующей публикации.
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Таблица 2. Сравнение расчетных и экспериментальных значений энергии электронов

Энергия ионов, МэВ/нуклон 3.2 64.530
Оптимальное значение кинетической энергии электронов 
на оси пучка e·ϕ0, кэВ

1.743 35.400

Ток электронного пучка, мА 50 100 200
Значение энергии электронов на выходе электронной пушки (кэВ)

Приближенное решение (24) e·(ϕ0 + ϕe(0)) 1.803 1.865 35.460
Пучок однородной плотности e·(ϕ0 + ϕh(0)) 1.805 1.869 35.460
Эксперимент 1.830 1.883 35.450
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Abstract—The electric field potential of an intense axially symmetric electron beam with parameters typical
of electron cooling systems in proton (ion) synchrotrons is calculated. A general case of electrons of relativ-
istic energy is considered.
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