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На сегодняшний день разработано множество методов численного решения задач, в основе кото-
рых лежат обыкновенные дифференциальные уравнения (ОДУ) и уравнения в частных производ-
ных (УЧП). Самые распространенные из них это конечно-разностный метод, метод конечных эле-
ментов и метод конечных объемов. В данной работе реализован альтернативный численный под-
ход, базирующийся на аппроксимации функций нейронными сетями с прямой связью. Полученное
с использованием такого подхода решение, представляeт собой дифференцируемое аналитическое
выражение чем существенно отличается от других методов, предлагающих либо дискретное реше-
ние, либо решение с ограниченной дифференцируемостью. В работе проведено исследование вли-
яния параметров нейронной сети (таких, как функции активации и веса в функции ошибок) на ско-
рость сходимости и точность полученной аппроксимации решения для трех типов дифференциаль-
ных уравнений: обыкновенные дифференциальные уравнения, интегрируемые дифференциальные
уравнения в частных производных и неинтегрируемые дифференциальные уравнения в частных
производных. В качестве модельных уравнений в работе рассматривались уравнения в частных про-
изводных Кортевега–де Вриза и Кудряшова–Синельщикова, а также обыкновенное дифференци-
альное уравнений второго порядка. В каждом вышеописанном случае найдены оптимальные соот-
ношения между весовыми коэффициентами. Установлены наиболее эффективные функции акти-
вации для каждой задачи.
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ВВЕДЕНИЕ
При описании многих процессов в физике

возникает потребность в решении различных за-
дач в основе модели которых, используются диф-
ференциальные уравнения. Например: одномер-
ная нестационарная задача магнитной гидродина-
мики [1], упругопластическая задача [2], двумерная
задача переноса теплового излучения в анизо-
тропно рассеивающей среде [3], задача конвек-
ции-диффузии [4], задача по моделированию
процессов локализации полос адиабатичеcкого
сдвига в материалах при деформациях [5]. К на-
стоящему времени разработано множество методов
численного решения дифференциальных уравне-
ний. Одни выдают решение в виде массива, кото-
рый содержит значения решения в определенной
группе точек (конечно-разностный метод [6]).
Другие используют базисные функции для пред-
ставления решения в аналитической форме и
преобразования исходной задачи обычно в систе-

му линейных уравнений (метод конечных эле-
ментов [7]). Третьи основываются на интегриро-
вании исходного уравнения по контрольному
объему – части расчетной области, примыкаю-
щей к заданному расчетному узлу (метод конеч-
ных объемов [8, 9]).

В данной работе рассмотривается один из ме-
тодов решения задач как для обыкновенных диф-
ференциальных уравнений (ОДУ), так и уравнений
в частных производных (УЧП), который опирается
на возможности аппроксимации функций нейрон-
ными сетями с прямой связью. Эта идея была впер-
вые описана Лагарисом и др. [10]. Одну из реализа-
ций данной идеи можно найти в работе [11].

Подход предложенный Лагарисом и соавторами
заключается в использовании нейронной сети с
прямой связью в качестве базового элемента ап-
проксимации, параметры которой (веса и смеще-
ния) настраиваются таким образом, чтобы мини-
мизировать соответствующую функцию ошибки.
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При использовании данного метода возникает
ряд преимуществ:

1. Решение представляет собой дифференци-
руемое аналитическое выражение, легко использу-
емое в любых последующих вычислениях. Боль-
шинство других методов предлагают дискретное
решение (например, методы предиктора−коррек-
тора или Рунге−Кутты) или решение с ограничен-
ной дифференцируемостью (например, метод ко-
нечных элементов).

2. Требуемое количество параметров модели
намного меньше, чем при любом другом методе
решения, и поэтому получаются компактные мо-
дели решений, которые занимают гораздо мень-
ше места в оперативной памяти компьютера.

3. Метод является общим и может быть приме-
нен к ОДУ, а также к УЧП.

4. Этот метод может быть эффективно реали-
зован, используя распараллеливание ресурсов, а
также выполняться на графических ускорителях.

Данная работа организована следющим обра-
зом. В первом разделе мы приводим описание ис-
пользуемого метода. Второй и третий разделы по-
священы применению данного метода к ОДУ и
УЧП соответственно, сравнению полученных ре-
зультатов с точным аналитическим решением, а
также анализу эффективности различных нейрон-
ных сетей при использовании в них разных функ-
ций активаций и влияния весов в функции ошибок.

1. ОПИСАНИЕ МЕТОДА

Рассмотрим следующее дифференциальное
уравнение в общем виде:

(1)

где ,  – область опреде-
ления, а  – искомое решение. Для уравнения
(1) зададим граничные условия в виде:

(2)

Нейросеть будет приближать решение к ис-
тинному в каком-то заданном наборе точек в об-
ласти  и на ее границе . Для этого из области

 и ее границы  выделим дискретные множе-
ства точек  и . Введем функцию , которая
считается с помощью обучаемой нейронной сети
и является аппроксимацией функции . Тогда
при обучении нейронная сеть должна стремиться к
тому, чтобы выполнялись следующие выражения:
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Нейронная сеть ищет параметры (такие как
веса и смещения) таким образом, чтобы миними-
зировать функциию ошибок (далее – ), кото-
рая имеет следующий вид:

(4)

где

(5)

(6)

Здесь  представляет собой среднеквадратичную
ошибку на внутренних точках, а  среднеквадра-
тичную ошибку на границе,  и  представляют
собой веса, которые определяют приоритеты
приближению значений функции на границе или
же внутри области. Чаще всего их значение выби-
рают равным единице, но в данной работе мы
рассмотрим влияние этих коэффициентов на
точность и скорость сходимости полученных ре-
зультатов.

Как видно из уравнений (5) и (6), для того, что-
бы получить значение функции  необходимо
уметь искать градиенты от функции . Есть не-
сколько подходов позволяющих сделать это, но
самый эффективный и универсальный – это ав-
тодифференцирование [12]. Пусть нам известны
некие “базисные” функции и значения их произ-
водных. Тогда для любой сложной функции, ко-
торая определяется через эти “базисные” функ-
ции, мы можем автоматически вычислить ее зна-
чение и значение ее производных. Для нашего
случая функция , которая аппроксимирует
решение , является суперпозицией функций
активации, которые и служат теми “базисными”
функциями. Поэтому отсюда следует естествен-
ное ограничение на эти функции.

Замечание Для аппроксимации решения 
уравнения (1) c граничными условиями (2) нейронной
сетью, ее функции активации должны быть  раз
непрерывно дифференцируемы и их производные не
должны быть тождественно равны нулю.
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Если это выполнено, тогда все градиенты функ-
ции  будут найдены автоматически из извест-
ных значений производных функций активации.

2. ЧИЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОЙ 
ЗАДАЧИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

2.1. Постановка задачи

Рассмотрим частный случай дифференциаль-
ного уравнения (1), а именно обыкновенное диф-
ференциальное уравнение:

(7)

Здесь  – функция вещественной переменной
 и искомое решение. Для уравнения (7) зададим

граничные условия:

(8)

Введем равномерную пространственную сетку
c  точками и шагом :

(9)

А также функцию , которая является ап-
проксимацией функции  и считается с помо-
щью обучаемой нейронной сети. Тогда в процес-
се обучения нейронная сеть будет стремиться
удовлетворить следующие выражения:

(10)

Отсюда в функции  (4) среднеквадратич-
ные ошибки  и  будут иметь вид:

(11)
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2.2. Пример
Рассмотрим следующую краевую задачу:

Аналитическое решение данной задачи име-
ет вид:

(12)
Рассмотрим пространственную сетку (9) со

100 точками и шагом :

Тогда функция , согласно (11), имеет следу-
ющий вид:

В качестве оптимизатора нейронной сети был
испольован метод Adam. Модель данной нейрон-
ной сети представленна на рис. 1.

Для определения оптимальной модели ней-
ронной сети, было проведено несколько обучений с
различными функциями активаций. Значения ве-
сов  и  были взяты за единицу. Результаты обу-
чений можно увидеть на графике функции 
(рис. 2). 

Лучшие результаты показали функции актива-
ции sin и tanh.

Для нейронных сетей с данными функциями
активаций были проведены дополнительные обу-
чения с разными отношениями весов  и . Бы-
ли рассмотрены отношения:

В результате были получены графики (см. рис. 3)
зависимости значения невязки от отношения весов.

Лучший результат, который удалось получить,
в процессе обучения показала модель с функцией

Функция активации Значение loss
sin 4.1846524∙10−5
tanh 0.0001570559
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Рис. 1. Модель нейронной сети.
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Рис. 2. График функции  для различных функций активаций при числе эпох 3000.
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Рис. 3. Графики зависимости значения невязки от отношения весов.

2–4 2–3 2–2 2–1 20 21 22 23 24

�e/�b

2–4 2–3 2–2 2–1 20 21 22 23 24

�e/�b

10–4

10–6

10–8

10–7

10–6

10–5

10–4

10–3

Невязка Невязка
(a) sin (б) tanh

Рис. 4. График абсолютной ошибки (а), график решения (б).

25 1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0

20

15

10

5

0
0 π/4 π/2 3π/4 π 0 π/4 π/2 3π/4 π

Конечно-разностный метод
Нейросетевой метод

x x

uОшибка, 10–5
(а) (б)



344

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА И ИНЖИНИРИНГ  том 15  № 4  2024

ЛАДЫГИН и др.

активации tanh и отношением . Для на-

глядности построим график абсолютной ошибки
для аппроксимации с использованием данной
модели (cм. рис. 4), зная аналитическое решение
(12). А также сравним с абсолютной ошибкой при
использовании конечно-разностного метода.

Из приведенного графика видно, что по по-
рядку точности нейросетевой метод и метод ко-
нечных разностей дает схожие результаты.

3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ КОРТЕВЕГА–ДЕ ВРИЗА 

И КУДРЯШОВА–СИНЕЛЬЩИКОВА

3.1. Постановка задачи

Рассмотрим еще один часто встречающийся
частный случай дифференциального уравнения (1),
а именно дифференциальное уравнение в част-
ных производных, в котором решение  явля-
ется функцией времени и координаты:

(13)

Здесь  – функция вещественных перемен-
ных  и , а также искомое решение. Для уравне-
ния (13) зададим граничные условия:

(14)

Введем равномерную сетку по переменной  c
шагом :

(15)

и равномерную сетку по переменной  с шагом
:

(16)

Точки ,
образуют узлы пространственно-временной сетки:

(17)

Также введем функцию , которая являет-
ся аппроксимацией функции  и считается с
помощью обучаемой нейронной сети. Тогда в
процессе обучения нейронная сеть будет стре-
миться удовлетворить следующие выражения:
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Отсюда в функции  (4) среднеквадратич-
ные ошибки  и  будут иметь вид:

(18)

3.2. Пример №1 (уравнение Кортевега–де Вриза)

В первом примере рассмотрим следующую крае-
вую задачу для уравнения Кортевега–де Вриза:

Уравнение Кортевега−де Вриза втречается для
описания длинных волн на воде. Данное уравнение
относится к классу интегрируемых уравнений. Бо-
лее подробную информацию о данном уравнении
можно найти здесь [13]. Выпишим аналитическое
решение данной задаче приведенное в [14]:

(19)

Рассмотрим пространственную сетку (17) со
100 точками по переменной  и с 6 точками по пе-
ременной . Тогда функция , согласно (18),
имеет следующий вид:
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В качестве оптимизатора нейронной сети был
испольован метод Adam. Модель данной нейрон-
ной сети представленна на рис. 5.
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Для определения оптимальной модели нейрон-
ной сети, было проведено несколько обучений с
различными функциями активаций. Значения ве-
сов  и  были взяты за 1. Результаты обучений
можно увидеть на графике функции  (рис. 6).

Лучший результат показала функция актива-
ции tanh со значением loss за 10000 эпох равным
8.4624990∙10−5.

Для нейронной сети с данной функцией акти-
вации были проведены дополнительные обуче-
ния с разными отношениями весов  и . Были
рассмотрены отношения:

В результате был получен график (см. рис. 7)
зависимости значения невязки на эпохе 10000 от
отношения весов.

Отсюда видно, что лучший результат в процес-
се обучения показала модель с функией актива-
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Рис. 5. Модель нейронной сети.
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Рис. 6. График функции  для различных функций активаций при числе эпох 10000.
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ции tanh и отношением . Для наглядности

построим график абсолютной ошибки в послед-
ний момент времени для аппроксимации с ис-
пользованием данной модели (cм. рис. 8), зная
аналитическое решение (19). А также сравним с
абсолютной ошибкой численного метода линий.

3.3. Пример №2 (уравнение Кудряшова–
Синельщикова)

Для удобства представления задачи второго
примера введем функцию двух переменных, схо-
жую с сигмоидой:

Рассмотрим следующую краевую задачу для
уравнения Кудряшова–Синельщикова:

(20)
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Уравнение Кудряшова–Синельщикова впервые
было получено в работе [15]. Данное уравнение ис-
пользуется для описания волн в жидкости с пузырь-
ками газа [15] и относится к классу неинтегрируе-
мых дифференциальных уравнений. Аналитиче-
ское решение задачи (20), согласно [16], имеет вид:

(21)

Рассмотрим пространственную сетку (17) с
200 точками по переменной  и с 10 точками по
переменной . Тогда функция , согласно (18),
имеет следующий вид:

2( , ) = 23/16 35/8 ( , ) 175/48 ( , ).c cu x t x t x t− σ + σ

x
t loss

[

]
[

[

]

,

2

( , )

=0

22
= 10

=

22

=

10

= 96/25

( ) 3 0.4( )

| 23/16 35/8 ( ,0)

175/48 ( ,0) | 23/16

35/8 ( 10, ) 175/48 ( 10, )

|

e t x xxx
x ti n

xx x x xx xx x x
x ti n

b t c
xi h

c b x
x x ti n

c c
t tn

b x
tn

loss y y y y

y y y y y y y

y x

x y

t t

y

∈Ω

∈ω

−
∈ωτ

=
∈ωτ

λ − + −

− + − − +

+ λ − + σ −

− σ + λ − +

+ σ − − σ − +

+ λ







 [

[

]

22
10

=

22 3

=

23/16 35/8 (10, )

175/48 (10, ) |

35/4 (10, ) 70/3 (10, ) 175/12 (10, ) .

c

c b x x
t t tn n

c c c
t tn

t

t y

t t t

=
∈ωτ

− + σ −

− σ + λ + −

− σ + σ − σ



Рис. 7. Графики зависимости значения невязки на эпохе 10000 от отношения весов.
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В качестве оптимизатора нейронной сети был
испольован метод Adam. Модель данной нейрон-
ной сети представленна на рис. 9.

Для определения оптимальной модели ней-
ронной сети, было проведено несколько обуче-

ний с различными функциями активаций. Значе-
ния весов  и  были взяты за единицу. Резуль-
таты обучений можно увидеть на графике
функции  (рис. 10).
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Рис. 8. График абсолютной ошибки в последний момент времени (а), график решения (б).
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Рис. 9. Модель нейронной сети.
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Рис. 11. Графики зависимости значения невязки на эпохе 30000 от отношения весов.
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Лучший результат показала функция актива-
ции sin со значением loss за 30000 эпох равным
0.0025825875.

Для нейронной сети с данной функцией акти-
вации были проведены дополнительные обуче-
ния с разными отношениями весов  и . Были
рассмотрены отношения:

В результате был получен график (см. рис. 11)
зависимости значения невязки на эпохе 30000 от
отношения весов.
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Отсюда видно, что лучший результат в процес-
се обучения показала модель с функией актива-

ции sin и отношением . Для наглядности по-

строим график абсолютной ошибки и решения для
аппроксимации с использованием данной модели
(cм. рис. 12), зная аналитическое решение (21).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе реализован нейросетевой ме-
тод, позволяющий строить численное решения за-
дач для обыкновенных дифференциальных уравне-
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Рис. 12. График ошибки (а), график решения (б).
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ний и уравнений в частных производных. В част-
ности, с помощью предложенного метода были
решены три модельные задачи: задача о колебаниях
математического маятника, задачи для уравнения
Кортевега−де Вриза и уравнения Кудряшова–Си-
нельщикова.

В каждом отдельном случае, проведено иссле-
дование влияния различных функций активации
на полученные результаты. Для рассмотренных
задач наиболее эффективно показали себя функ-
ции активации в виде синуса  и гиперболиче-
ского тангенса .

Также проведено исследованиe влияния ве-
совых коэффициентов в функции ошибок .
Показано, что оптимальное соотношение дан-
ных парметров для каждой рассмотренной за-
дачи свое. Более того, данное соотношение за-
висит от активационной функции. В частности,
для рассмотренных в работе задач, данная велчи-
ина колебалась в интервале .
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On Specific Features of an Approach Based on Feedforward Neural Networks 
to Solve Problems Based on Differential Equations
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Abstract—To date, a multitude of methods have been developed for numerical solution of problems based on
ordinary differential equations (ODEs) and partial differential equations (PDEs). The most common of these
are finite-difference method, the finite-element method, and the finite-volume method. In this study, an al-
ternative numerical approach is implemented, based on the approximation of functions by feedforward neural
networks. The solution obtained using this approach is a differentiable analytical expression; in this respect it
differs significantly from other methods that offer either discrete solutions or solutions with limited differen-
tiability. In this study, we examine the influence of neural-network parameters (such as activation functions
and weights in the error function) on the rate of convergence and accuracy of the obtained approximation of
the solution for three types of differential equations: ordinary differential equations, integrable partial differ-
ential equations, and non-integrable partial differential equations. As model equations, we consider Korte-
weg–de Vries and Kudryashov–Sinelshchikov partial differential equations and second-order ordinary dif-
ferential equations. In each case described above, the optimal ratios of the weight coefficients are found. The
activation functions most efficient for each problem are determined.

Keywords: differential equations, approximation, neural networks, numerical methods, activation functions
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