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Данная статья связана с появлением ссылки на мою работу, как работу, в которой выражение для
плотности индуцированного заряда зарядом, находящимся между двумя плоскопараллельными
бесконечными металлическими пластинами, находится в виде бесконечного ряда. Действительно,
в моей работе есть формулы, полученные мною для функции Грина, поверхностной плотности ин-
дуцированного заряда на плоскопараллельных пластинах, записанные в виде бесконечных рядов.
Однако работа была посвящена методу конформного преобразования исходной задачи к более про-
стой задаче, позволяющей получить аналитические выражения для указанных величин. В настоя-
щей статье я хотел бы внести ясность в создавшейся ситуации, и обрисовать преимущество метода кон-
формного преобразования с учетом осевой симметрии задачи по сравнению с решением задачи в виде
бесконечных рядов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Данная статья связана с опубликованием статьи
[1], посвященной исследованию алгоритмов перво-
го пересечения броуновской частицей полусферы.
Авторы, используя изоморфизм между задачей
электростатики и задачей диффузии броуновской
частицы, попытались применить этот алгоритм к
определению распределения плотности индуциро-
ванного заряда единичным зарядом, находящимся
между двумя плоскопараллельными бесконечными
пластинами. В этой статье, они сослались на рабо-
ты, в которых выражение для плотности индуциро-
ванного заряда зарядом, находящимся между двумя
плоскопараллельными бесконечными пластинами,
находится в виде бесконечного ряда. В числе этих
работ упомянута и моя работа [2].

В связи с этим, я хотел бы внести ясность в со-
здавшейся ситуации. Действительно, в работе [2]
есть формулы, полученные мною для функции
Грина, поверхностной плотности индуцирован-
ного заряда на плоскопараллельных пластинах,
записанные в виде бесконечных рядов, которые
послужили отправной точкой для поиска другого
подхода к решению данной задачи. На самом деле
работа [2] была посвящена методу конформного
преобразования исходной задачи к более простой

задаче, позволяющей получить аналитические
выражения для указанных величин.

2. ПРОБЛЕМА ТОЧЕЧНОГО ЗАРЯДА 
МЕЖДУ ДВУМЯ БЕСКОНЕЧНЫМИ 

ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ПЛОСКИМИ 
ПРОВОДНИКАМИ

Почти 20 лет назад меня заинтересовала пробле-
ма точечного заряда между двумя бесконечными
параллельными плоскими проводниками в связи с
появлением детекторов ионизационного типа с пик-
сельной структурой электродов. Пиксельная струк-
тура электродов позволяет повысить точность опре-
деления положения и направления трека заряжен-
ной частицы в детекторе. Естественно, что основой
этой задачи является определение распределения
плотности индуцированного заряда единичным за-
рядом, находящимся между двумя плоскопарал-
лельными бесконечными пластинами.

Всем известна классическая задача индукции
заряда на бесконечной металлической пластине
единичным зарядом, находящимся на некотором
расстоянии от нее. Эта задача является основой
метода изображений, вошедшего во все классиче-
ские учебники и задачники, например [3]. Однако,
в случае заряда, находящегося между двумя плоско-
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параллельными бесконечными металлическими
пластинами, возникают определенные трудности.
В этом случае метод изображений приводит к бес-
конечному ряду зарядов-изображений, которые
возникают в результате последовательных отра-
жений в параллельных плоскостях (рис. 1).

Так как задача обладает осевой симметрией, то
для ее использования целесообразно выбрать ци-
линдрические координаты  с осью , пер-
пендикулярной проводящим плоскостям, и про-
ходящей через точечный заряд. При выборе начала
координат оси  посередине между плоскостями,
будем считать, что точечный заряд имеет коорди-
нату , а координаты левой и правой проводящих
плоскостей равны  и . В
этой системе координат я записал формальное
решение для функции Грина [4]

(1)

Осевая симметрия задачи гарантирует, что
функция Грина (1) не зависит от координаты  и
удовлетворяет граничному условию Дирихле

(2)
Формула (1) позволяет получить формулу для

плотности поверхностного заряда, индуцирован-
ного на пластинах,

(3)

где  – алгебраическая величина точечного заря-
да. Верхний и нижний знаки в формуле (3) соот-
ветствуют правой и левой проводящим плоско-
стям, соответственно.

Однако когда я посмотрел на бесконечную се-
рию зарядов-изображений, я был поражен. Со-
гласно классической задаче, точечный заряд  пе-
ред бесконечной заземленной проводящей плос-
костью и его изображение  индуцируют на
плоскости суммарный заряд, равный , и этот
результат не зависит от расстояния от точечного

( , , )z ρ ϕ z

z

0z
( /2)lz D= − ( /2)rz D= +

( )

( )( )
0 21 2

0

1
( , ; ,0) .

1

m

mm

G z z
z mD z

+∞

+=−∞

−ρ =
− + − + ρ



ϕ

0( /2, ; ,0) 0.G D z± ρ =

( ) ( ) ( )

( ) ( )

+
+∞

=−∞
+

σ ρ =
 − ± − + −  =

π   ± − + − + ρ    



, 0

1
0

3
2 21 2

0

( , )
11 1
2 ,

4
1 1
2

r l

m m

m
m

z

m D zq

m D z

q

q

q−
q−

заряда до проводящей плоскости. Если вы по-
смотрите на рис. l, вы увидите, что точечный за-
ряд 1 и его изображение 1' индуцируют на правой
плоскости суммарный заряд, равный ; точеч-
ный заряд 2 и его изображение 2' индуцируют на
плоскости суммарный заряд , и так далее. Таким
образом, интеграл от поверхностной плотности ин-
дуцированного заряда (3) по площади поверхности
правой проводящей плоскости должен давать, в за-
висимости от количества пар изображений, либо

, либо ноль, т.е. не сходится к определенному
значению. А это означает, что ряд, составленный из
слагаемых, представляющих интегралы по поверх-
ности электрода от слагаемых ряда (3), является
условно сходящимся. Этот результат отражает
принципиальный недостаток метода изображений
в случае заряда, находящегося между двумя плоско-
параллельными бесконечными металлическими
пластинами.

В то время существовало ограниченное число
работ, посвященных нахождению поля электриче-
ского заряда, расположенного между двумя плоско-
параллельными бесконечными пластинами [5–9].
Во всех этих работах решения находились в виде
бесконечных рядов и интегральных представле-
ний. Кстати, на условную сходимость рядов в слу-
чае заряда, находящегося между двумя плоскопа-
раллельными бесконечными металлическими пла-
стинами, указывалось в работах [5, 7, 9].

Понимая все это, я решил найти другой подход
к решению данной задачи. Я представил себе за-
земленную проводящую металлическую сферу, с
центром в точке , такую, для которой плос-
кости  и  являются каса-
тельными плоскостями к ее поверхности. Если
представить, что радиус окружности сечения сферы
плоскостью , бесконечно увеличивать, остав-
ляя перпендикулярный диаметр неизменным и
равным , то в пределе, эта задача сведется к двум
бесконечным плоскопараллельным металличе-
ским пластинам, с расстоянием  между ними.
При данном предельном переходе плотность ин-
дуцированного поверхностного  заряда должна
перераспределиться таким образом, чтобы линии
напряженности электрического поля остались
перпендикулярными проводящим плоскостям, по-
тенциал которых должен оставаться неизменным и
равным нулю. В результате, индуцированный заряд
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Рис. 1. Точечный заряд  между двумя бесконечными параллельными плоскими проводниками и его изображения.
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на каждой проводящей плоскости останется неиз-
менным и равным индуцированному заряду на
каждой полусфере, а полный индуцированный
заряд равен –q.

Чтобы воплотить указанный подход, я решил
воспользоваться методом конформных преобра-
зований. Я понимал, что комплексный потенци-
ал справедлив только в двумерном пространстве.
Однако меня вдохновила фраза в книге [10]: “В
приложениях следует, однако, учитывать, что рас-
сматриваемые здесь поля являются плоскими, по-
скольку функция комплексного переменного поз-
воляет изображать только такое поле, векторы ко-
торого лежат в одной плоскости и не меняются в
перпендикулярном к ней направлении. На прак-
тике эти требования не выполняются в точности,
однако многие важные задачи можно с достаточ-
ной степенью приближения рассматривать как
плоские”.

Используя этот подход, я получил решение за-
дачи об индукции заряда на двух плоскопараллель-
ных бесконечных металлических пластинах элек-
трическим зарядом, находящимся между ними.
Чтобы найти функцию Грина , я исполь-
зовал функцию Грина для точечного заряда внутри
заземленной проводящей сферы радиуса R [4]

(4)

Симметрия относительно полярной оси сфе-
рической системы гарантирует, что любое диа-
метральное сечение сферы может рассматривать-
ся как комплексная плоскость. В этой двумерной
плоскости координаты радиус-вектора 
можно рассматривать как модуль и аргумент ком-
плексного числа , а радиус-вектор точеч-
ного заряда как комплексное число .
Для сферы единичного радиуса величина и ради-
ус-вектор заряда-изображения равны 

и , соответственно, где  обозначает
комплексное сопряжение . Функция Грина (4)
на комплексной плоскости

(5)

очевидно, удовлетворяет граничному условию Ди-
рихле для комплексного числа , принадлежащего
единичной окружности .

Скалярный электрический потенциал в диа-
метральном сечении, в котором находятся заряд и
точка наблюдения, не зависит от того рассматри-
ваем ли мы эту плоскость, как плоскость в трех-
мерной системе координат, или как
комплексную плоскость. Так как функция Грина
не зависит от координаты перпендикулярной
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плоскости сечения, то функция Грина (4), а, сле-
довательно, и функция Грина (5) удовлетворяют
трехмерному уравнению Пуассона.

Функцию Грина (5) можно преобразовать к
геометрии плоскопараллельных пластин с помо-
щью конформного отображения. Для безразмер-
ных переменных

(6)

функция

(7)

конформно отображает бесконечную параллель-
ную полосу комплексной плоскости, с координа-
тами  и  для левой и правой
границ полосы, соответственно, на внутренность
единичного круга [11]. Поскольку это преобразо-
вание справедливо для любого диаметрального
сечения сферы, симметрия относительно поляр-
ной оси гарантирует, что отображение (7) преоб-
разует правую и левую полсферы в правую и ле-
вую бесконечные плоскости, перпендикулярные
оси . Если радиус заземленной проводящей сфе-
ры  равен , то после преобразования правая
и левая бесконечные проводящие пластины будут
касательными плоскостями к ее поверхности.

Функция (7) также осуществляет взаимно од-
нозначное соответствие между элементом дуги
единичной окружности и элементом касательной
к окружности, соответствующей проводящей
пластине. Рассмотрим два диаметральных сече-
ния сферы, пересекающихся под небольшим уг-
лом  в плоскости, перпендикулярной оси , и
их следы на правой или левой проводящих пла-
стинах. Каждый бесконечно малый элемент по-
верхности сферы между этими диаметральными се-
чениями , благодаря отоб-
ражению (7), преобразуется, в зависимости от
полярного угла , в бесконечно малый элемент
поверхности правой или левой проводящих плос-
костей . Конформное отображе-
ние гарантирует точное соответствие граничных
точек этих бесконечно малых элементов поверхно-
сти линиям электрического поля. Поскольку внут-
ри замкнутой поверхности, образованной этими
поверхностными элементами и соединяющими их
границы линиями электрического поля, нет элек-
трических зарядов, то дивергенция электриче-
ского поля равна нулю.

В результате конформного отображения (7)
функция Грина для точечного электрического за-
ряда внутри заземленной проводящей сферы (5)
преобразуется в функцию Грина для точечного
заряда между двумя бесконечными параллельны-
ми проводящими пластинами
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(8)

Так как дивергенция электрического поля в ре-
зультате преобразования остается равной нулю во
всем пространстве, за исключением точки нахожде-
ния электрического заряда , то конформно
отображенная функция Грина автоматически удо-
влетворяет трехмерному уравнению Пуассона и гра-
ничному условию Дирихле (2), поскольку конформ-
ное отображение гарантирует, что линии электриче-
ского поля остаются нормальными к проводящим
плоскостям. Следовательно, в соответствии с теоре-
мой единственности [3], функция Грина (8) являет-
ся единственно возможным решением задачи о то-
чечном заряде между двумя бесконечными парал-
лельными проводящими пластинами.

Формула для индуцированной поверхностной
плотности заряда на проводящей сфере

(9)

в результате конформного отображения (7), с уче-
том преобразования бесконечно малых элемен-
тов поверхности,

(10)

преобразуется в формулу [2]
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где верхний и нижний знаки соответствуют пра-
вому и левому электродам соответственно.

Большим преимуществом аналитического ре-
шения (11) перед всеми численными методами,
которые позволяют выполнить интегрирование
по площади поверхности только после объемных
вычислений во всех точках поверхности электро-
да, является то, что интегрирование выражения
(11) дает формулу для заряда внутри окружности
радиуса , индуцированного заряженным носи-
телем, расположенным в заданной точке 

(13)

(14)

Верхний и нижний знаки в формуле (14) соот-
ветствуют правому и левому электродам соответ-
ственно.

Формула для заряда, индуцированного на всей
поверхности электрода, имеет вид

(15)
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где верхний и нижний знаки соответствуют пра-
вому и левому электродам соответственно.

Важно отметить, что из формулы (15) следует,
что суммарный заряд, индуцированный на пра-
вом и левом электродах, всегда равен  незави-
симо от положения точечного заряда z0. Следует
подчеркнуть, что в настоящее время не существу-
ет доказательства того, что интеграл от решения,
представляемого в виде бесконечного ряда, по
двум бесконечным поверхностям электродов ко-
нечен, и равен заряду . Скорее, существует до-
казательство обратного положения. На это я об-
ратил внимание, начиная поиски моего подхода,
что интеграл от поверхностной плотности инду-
цированного заряда (3) по площади поверхности
любого электрода должен давать, в зависимости
от количества пар изображений, либо , либо
ноль, т.е. не должен сходиться к определенному
значению. С другой стороны, если во всех точках
поверхности электрода решение в виде бесконеч-
ного ряда сходилось бы к определенному значе-
нию, то и интеграл по поверхности электрода
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должен был бы иметь определенное значение, хо-
тя, мы видим, что это не так, т.е. ряды являются
условно сходящимися.

На мой взгляд, доказательство того, что сумма
интегралов по двум бесконечным поверхностям
электродов от решения, представляемого в виде
бесконечного ряда, конечна, и равна заряду ,
принципиально невозможно. Это же относится и
к любым результатам, получаемым в результате
расчетов методом Монте-Карло. Принципиаль-
ная невозможность связана не только с тем, что
для этого необходимо провести бесконечный
объем вычислений, но также и с тем, что все чис-
ленные вычисления содержат принципиальные
ограничения, связанные с точностью компьюте-
ра, т.е. с определенным форматом машинного
представления действительных чисел с плаваю-
щей запятой. Как операция сложения, так и опе-
рация вычитания требует выравнивания поряд-
ков. Именно разрядность представления числа,
определяющая точность компьютера, не позво-
ляет численно проинтегрировать функцию, зна-
чения которой находятся ниже конечной точно-
сти, по бесконечной области. Конечная точность
компьютера также приводит к конечному резуль-
тату при численном суммировании условно схо-
дящегося бесконечного ряда. Поскольку, соглас-
но признаку Даламбера, если предел абсолютной
величины отношения последующего члена ряда к
предыдущему, при числе членов ряда стремящих-

q−

ся к бесконечности, равен единице, то ряд явля-
ется условно сходящимся. В этом случае, в соот-
ветствии с теоремой Римана, члены условно сходя-
щегося ряда всегда могут быть переставлены таким
образом, чтобы получить любую сумму [12].

3. СРАВНЕНИЕ ХВАНГОМ И ДР. МОЕГО 
РЕШЕНИЯ С РЕШЕНИЯМИ, 

ПОЛУЧАЕМЫМИ КАК В ВИДЕ 
СУММИРОВАНИЯ БЕСКОНЕЧНЫХ РЯДОВ, 

ТАК И МЕТОДОМ МОНТЕ-КАРЛО.

В 2019 г. Хванг и др. опубликовали статью [13],
в которой они сравнили результаты своих расче-
тов, проведенных как суммированием бесконеч-
ных рядов, так и методом Монте-Карло, с резуль-
татами моей теории. Их расчет поверхностной
плотности заряда в точке плоскости электрода с
координатами и , индуцированного точечным
зарядом, расположенным в точке с координатами

 и , методом суммирования бесконечно-
го ряда дал результат, равный 0.583 (рис. 2), в то
время как из формулы (11) следует значение

(17)

Далее, они провели расчеты радиального рас-
пределения плотности поверхностного заряда,
индуцированного на плоскостях отрицатель-
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0 0z = 0ρ =

, 2 2(0,0) 0.7853981635....
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r l
q q

D D
πσ = − = −

Рис. 2. Сходимость последовательных итераций к аналитическому решению, для случая  и , когда точечный
заряд находится в центре .  – число итераций [13].

0.580

0.582

0.584

0.586

0.588

0.590

0 5 10 2015

�

N

Итерационные решения
Аналитическое решение

1D = 1q =
0 0z = N



250

ЯДЕРНАЯ ФИЗИКА И ИНЖИНИРИНГ  том 15  № 3  2024

САМЕДОВ

ным единичным точечным зарядом для случая
 (рис. 3).

На основании проведенных расчетов они сде-
лали вывод, что при изменении масштаба мое
аналитическое решение может соответствовать
решению в виде бесконечного ряда (рис. 4).

Результат, полученный путем суммирования
бесконечного ряда в [13], представленный на рис. 2,
я получил аналитически, анализируя полученную
формулу для плотности поверхностного заряда,
индуцированного на пластинах (3). Для точечно-
го заряда, расположенного в точке , форму-
ла (3) сводится к формуле

(18)

Для , ряд в формуле (18) допускает точный
результат суммирования, и поверхностная плот-
ность заряда, индуцированная на пластинах, равна

(19)
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где G – постоянная Каталана [14]

(20)

Следует отметить, что ряд в формуле (18) схо-
дится абсолютно только в одной точке , по-
скольку ряд, составленный из абсолютных вели-

чин членов ряда (20) конечен, и равен . Одна-
ко, во всех остальных точках  абсолютная
сходимость ряда в формуле (18) не определена,
поскольку, согласно признаку Даламбера, если
предел абсолютной величины отношения после-
дующего члена ряда к предыдущему, при числе
членов ряда стремящихся к бесконечности, равен
единице, то ряд является условно сходящимся.
Как правило, на практике сходимость условно
сходящихся бесконечных рядов определяется ко-
нечной точностью компьютера, на что я уже об-
ращал внимание.

Различие значений для поверхностной плот-
ности заряда в одной точке плоскости электрода с
координатами  и , индуцированного то-
чечным зарядом, находящимся в точке с коорди-
натами  и , т.е. значения (19), получен-
ного методом суммирования бесконечного ряда,
и значения (17), которое следует из аналитиче-
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Рис. 3. Плотность поверхностного заряда, индуцированная на плоскостях отрицательным единичным точечным заря-
дом для  [13].
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ской формулы (11), справедливой во всей области
изменения переменных, не является серьезным
аргументом для непринятия моей теории. Тем бо-
лее что интеграл по поверхности электрода от ре-
шения в виде бесконечного ряда является услов-
но сходящимся.

На основании проведенных расчетов Хванг и
др. утверждают, что полученные расхождения ре-
зультатов обусловлены тем, что не существует
способа конформного отображения заземленной
проводящей сферы на параллельные плоскости в
трехмерном пространстве, что конформное отоб-
ражение применимо только к двумерным распре-
делениям. Тем не менее, они делают заключение,
что, хотя мое аналитическое решение расходится
с решением в виде бесконечных рядов, оно может
быть хорошей формой аналитической аппрокси-
мации решения для задачи о точечном заряде между
двумя бесконечными параллельными плоскими
проводниками.

Несмотря на аргумент Хванга и др., что не су-
ществует способа конформного отображения за-
земленной проводящей сферы на параллельные
плоскости в трехмерном пространстве, тем не ме-
нее, применение конформного преобразования с
учетом осевой симметрии, приводит к тому, что
полученная мною функция Грина является хоро-
шим приближением к решению задачи о точеч-
ном заряде между двумя бесконечными параллель-

ными проводящими пластинами в трехмерном слу-
чае. Это подтверждают их результаты расчетов,
приведенные на рис. 5. Замечу, что формула (4) для
асимптотического решения, полученного в работе
[6], справедлива только для случая .

Предложение Хванга и др. [13] изменить мас-
штаб в формуле для плотности индуцированного
поверхностного заряда (11) на отношение кон-
стант, входящих в формулы (17) и (19), неприем-
лемо, поскольку это приведет к нарушению закона
сохранения полного индуцированного поверхност-
ного заряда, равного . Соблюдение закона сохра-
нения полного индуцированного поверхностного
заряда, независимо от положения точечного заряда

, является важным свойством формулы (15),
которая следует из формулы (11). Тем не менее, из
результатов расчетов Хванга и др., приведенных
на рис. 4 следует, что при использовании форму-
лы (11) как функции распределения плотности
заряда в зависимости от радиальной координаты,
после ее нормирования, все противоречия с мето-
дом суммирования бесконечных рядов исчезают.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Я очень признателен Хвангу и др. за их скрупу-

лезное сравнение моего решения с результатами
расчетов, получаемыми как путем суммирования
бесконечных рядов, так и методом Монте-Карло.

Dρ ≥

q−

0 0z =

Рис. 4. График плотности поверхностного заряда, индуцированного на плоскостях отрицательным единичным точеч-
ным зарядом для , при изменении масштаба по оси ординат [13].
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Результаты сравнения показывают, что использо-
вание метода конформного преобразования с
осевой симметрией позволяет получить решение
в аналитической форме в трехмерном простран-
стве, которое согласуется с их результатами. Если
учесть, что невозможно проверить закон сохране-
ния заряда для решения в виде бесконечных ря-
дов или методом Монте-Карло без проведения
объемных расчетов во всех точках поверхностей
обоих плоскопараллельных пластин, то преиму-
щество моего решения очевидны. Поскольку в на-
стоящее время, помимо моего подхода, не суще-
ствует работ, в которых получены аналитические
выражения для решения задачи о точечном заря-
де между двумя бесконечными параллельными
проводящими пластинами, то я буду очень рад,
если кому-либо удастся получить аналитическое
решение, которое будет лучше моего, будет спра-
ведливо во всей области изменения переменных, и
снимет вопрос о правильном значении для плотно-
сти индуцированного поверхностного заряда на
пластинах в точках их пересечения с осью .
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Abstract—This article is in response to a reference to my work as a work in which the expression for the density
of the charge induced by the point charge between two infinite plane-parallel plates is in the form of an in-
finite series. Indeed, in my article there were formulas that I obtained for the Green’s function, the surface
density of the induced charge on plane-parallel plates written as infinite series. However, the article was de-
voted to the method of conformal transformation of the initial problem to a simpler one, which makes it pos-
sible to obtain analytical expressions for the mentioned quantities. In the present article, I would like to clarify
the situation and outline the advantage of the conformal transformation method taking into account the axial
symmetry of the problem as compared to solving the problem in the form of infinite series.
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