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Получено аналитическое решение линейного интегрального уравнения Фредгольма второго рода
для одночастичной функции распределения жидкости вблизи твердой молекулярно-гладкой по-
верхности. Одночастичная функция распределения описывает изменение локальной плотности на
всем удалении частиц от поверхности. Решение получено в частном случае молекулярной системы
твердых сфер. Ядро и правая часть уравнения Фредгольма вычисляется в приближении Перкус–
Йевика. Взаимодействие частиц с поверхностью рассматривается как упругие столкновения.
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ВВЕДЕНИЕ
Метод интегральных уравнений для молеку-

лярных жидкостей основан на решении системы
уравнений для для одночастичной и двухчастич-
ной функций распределения: уравнения Орн-
штейна–Цернике, для которых необходимо за-
дать условие замыкания между прямой и парной
корреляционной функцией. Для объемных (про-
странственно-однородных, изотропных) жидко-
стей одночастичная функция распределения тож-
дественно равна единице и поэтому достаточно
ограничиться решением уравнения для двухча-
стичной функции распределения, зависящей от
расстояния между центрами произвольной пары
частиц, что позволяет по заданным потенциалам
молекулярного взаимодействия, температуре и
плотности рассчитать термодинамические харак-
теристики и микроструктуру (ближний порядок).
В некоторых частных случаях уравнение для двух-
частичной функции распределения имеет анали-
тическое решение.

Для пространственно-неоднородных систем
(граничные слои жидкостей) одночастичная функ-
ция распределения зависит от удаления частицы
от поверхности, а двухчастичная -как от расстоя-
ния между центрами частиц, так и от удаления
каждой из них от поверхности. Решение такой
сложной системы уравнений для функций от мно-
гих переменных, требует больших вычислительных
ресурсов даже для простейшей молекулярной си-
стемы твердых сфер. Поэтому, как правило, систе-

му уравнений упрощают: двухчастичную функцию
распределения заменяется ее граничным значени-
ем вдали от поверхности – так называемое син-
глетное приближение. В результате получается не-
линейное интегральное уравнение только для одно-
частичной функции, численное решение которого
требует уже меньше вычислительных ресурсов по
сравнению с исходной системой уравнений. Од-
нако получить аналитическое решение ни в од-
ном из частных случаев до сих пор не удается.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Статистическая физика термодинамически-

равновесных жидкостей базируется на эргодиче-
ской гипотезе, согласно которой средние значе-
ния макроскопических величин равны их сред-
ним значениям по ансамблю Гиббса. Их непосред-
ственное вычисление осуществляется решением
цепочки уравнений ББГКИ (Боголюбова–Борна–
Грина–Кирквуда–Ивона) для частичных функ-
ций распределения [1]
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Заданными параметрами являются потенциаль-
ная энергия частицы во внешнем поле , энер-
гия межмолекулярного взаимодействия  ,
температура  и численная плотность  , где  –
характерный размер молекулы. Численная плот-

ность изменяется в пределах ,

что соответствует изменению концентрации от иде-
ального газа до плотной жидкости. Для систем,
межмолекулярное взаимодействие в которых задано
парными потенциалами, наиболее важными явля-
ются одночастичная 
и двухчастичная  
функций распределения. Знание этих функций
позволяет вычислить структурные и термодина-
мические характеристики вещества. Последова-
тельным исключением старших функций распре-
деления из цепочки, уравнения ББГКИ преобра-
зуются к соотношению Орнштейна–Цернике
(ОЦ) [2, 3] для одночастичной  и двухчастичной

 функций распределения

(2)

в которое входят парная  и пря-

мые  корреляционные функции. В свою
очередь, прямые корреляционные функции выра-
жаются через бесконечные функциональные ряды

, , каждый член которых зависит от пар-
ной корреляционной функции 

(3)

При решении конкретных задач в этих рядах
оставляют только те слагаемые, которые поддаются
суммированию, а остальные не учитываются. В ре-
зультате получается связь между прямой и парной
корреляционной функцией (замыкание). Это сво-
дит соотношение ОЦ к приближенным нелиней-
ным интегральным уравнениям, которые решаются
численно. Наиболее известными из них являют-
ся гиперцепное (ГПЦ), Перкус–Йевика (ПЙ),
Роджерса–Янга (РЯ), Мартынова–Саркисова
(МС) [2–5].

Важное значение имеют пространственно-од-
нородные изотропные среды (объемные жидко-
сти в отсутствии внешних полей и вдали от огра-
ничивающих поверхностей). В этом случае 
и уравнение для одночастичной функции распре-
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деления сводится к определению избыточного
химического потенциала . Второе уравнение в
(2) определяет парную корреляционную функ-
цию  , зависящую от расстояния между цен-
трами двух частиц . Все структурные и
термодинамические величины вычисляются толь-
ко через функцию . Для вычисления послед-
ней существуют хорошо разработанные числен-
ные методы. Отметим, что для системы твердых
тел экспоненциальная нелинейность в уравнении
Перкус–Йевика экспоненциальная нелинейность
сменяется более слабой кубичной нелинейно-
стью, т.е. становится значительно слабее. Тем са-
мым оказывается возможным получить аналитиче-

ское решение для функции  [6], что является
несомненным достоинством. Однако недостатком
приближения ПЙ является то, что оно имеет ре-
шение для физически нереализуемых плотностей,
превышающих плотность плотной упаковки. Для
других замыканий аналитическое решение нели-
нейных интегральных уравнений не существует.
Основной вывод по результатам численных рас-
четов сводится к тому, что любое из перечислен-
ных замыканий дает лучшие результаты по сравне-
нию с другими, в зависимости от вида потенциала
межмолекулярного взаимодействия, температуры
и плотности [4]. В частости, для потенциала твер-
дых сфер наиболее точным является замыкание
Мартынова–Саркисова. Широкое распростране-
ние получило замыкание Роджерса–Янга [5], ко-
торое получается из линейной комбинацией замы-
каний ГПЦ и ПЙ таким образом, чтобы удовлетво-
рять условию термодинамического согласования
по уравнению состояния и сжимаемости. Таким
образом, на данный момент нет однозначных фи-
зических критериев, позволяющих отдать предпо-
чтение какому-либо приближению (замыканию).
Оценка погрешности решения приближенных не-
линейных уравнений проводится сравнением с
данными численного эксперимента (Монте Кар-
ло или молекулярная динамика), являющимися
эталоном точности.

В случае пространственно-неоднородных си-
стем (молекулярная система вблизи твердой по-
верхности) для вычисления микроструктуры
вещества и его термодинамических параметров
необходимо знать обе функции распределения –
одночастичную  и двухчастичную . Функция

 зависит только от одной переменной z1 – удале-
ния частицы от поверхности. Однако функция

теперь зависит от трех переменных – расстоя-
ния между центрами частиц  и удаления каждой
из них от поверхности – , . В синглетном при-
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ближении полагают, что  зависит только от пе-
ременной  и система уравнений (2) распадаются
на два независимых уравнения. Второе уравнение
системы решается численно для пространственно-
однородной системы (граничное условие для )
и определяет парную корреляционную функцию

. Первое уравнение системы в зависимости
от замыканий между прямой и парной корреляци-
онной функции, приводит к нелинейным инте-
гральным уравнениям для одночастичной функции
распределения . Обзор численных решений
различных синглетных уравнений приведен в ра-
ботах [7–9]. Отметим, что аналитическое реше-
ние уравнения для одночастичной функции рас-
пределения возможно лишь для частных случаев,
например для одномерной и двумерной задачи [10].

МОДИФИЦИРОВАННОЕ 
СИНГЛЕТНОЕ УРАВНЕНИЕ

В трехмерном случае для молекулярной систе-
мы, граничащей с твердой поверхностью, анали-
тическое решение получить не удается. В подоб-
ной ситуации возникло предположение учиты-
вать бесконечный ряд неприводимых диаграмм в
уравнении ОЦ так, чтобы они взаимно компен-
сировали друг друга и в результате получалось ли-
нейное уравнение. Такая идея была реализована в
наших работах [11, 12]. Мы рассматривали взаи-
модействие молекул жидкости с твердой поверх-
ностью посредством упругих столкновений. В
этом случае уравнение для  описывает ло-
кальную структуру жидкости в верхнем полупро-
странстве ; нижнее полупространство 
недоступно для движения молекул (  – нормаль к
поверхности). В результате было получено модифи-
цированное синглетное уравнение для одночастич-
ной функции распределения ,
записанное в форме линейного интегрального
уравнения Фредгольма второго рода

(4)

где мы обозначили , . Рас-
смотрим аналитическое решение уравнения (4) в
приближении Перкус–Йевика для прямой кор-
реляционной функции
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где  – функция Хевисайда. Параметры ,
,  определены следующим образом

(6)

Непосредственным вычислением убеждаемся,
что внутренние интегралы в левой и правой ча-
стях (4) равны

(7)
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Соответственно область определения функ-
ции  разбивается на два интервала
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Из (10), (11) следует, что функция  непре-
рывна в точке . Дифференцируя (10), (11) по
переменной  убеждаемся, что первая производ-

ная  также непрерывна в точке . Заме-
тим, что при дифференцировании (11) удобно под
знаком интеграла сделать замену переменных,

что приводит для производной  к уравне-
нию следующего вида

(12)

Таким образом, совместное решение уравне-
ний (10), (12) удовлетворяет условию непрерыв-
ности функции  и ее первой производной

 в точке  и позволяет найти решение
на всем интервале .

Решение однородного интегро-дифференци-
ального уравнения (12) представляем в виде
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Подстановка (13) в (12) приводит системе двух
трансцендентных уравнений для определения
волновых чисел 

(14)

Таким образом, решение носит осциллирую-
щий и затухающий характер. Волновые числа

 определяют декремент затухания и период
осцилляций. Оставшиеся неизвестными ампли-
туды  находятся из условия непрерывности
функции и ее первой производной в точке .

Решение неоднородного уравнения (10) опре-
деляется видом правой части, которая является
полином шестой степени по переменной . Со-
ответственно решение неоднородного уравне-
ния, с учетом непрерывности функции и ее пер-
вой производной в точке  представляем в ви-

де полинома по степеням 

(15)

Подстановка (15) в (10) приводит к системе
линейных алгебраических уравнений для опре-

деления коэффициентов , вычислив ко-
торые полностью определяем решение одно-
родного уравнения (12)

(16)

Таким образом, формулы (15), (16) полностью
определяют функцию  на всем интервале

.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Рассмотрена молекулярная система в контакте

с твердой молекулярно-гладкой поверхностью.
Модифицированное синглетное уравнение для
одночастичной функции распределения жидко-
сти записано в форме линейного интегрального
уравнения Фредгольма второго рода. Взаимодей-
ствие молекул друг с другом и с поверхностью
рассматривается как упругие столкновения. Ре-

шение в квадратурах получено для частного слу-
чая системы твердых сфер, когда ядро и правая
часть уравнения вычисляется в приближении Пер-
кус–Йевика. Решение имеет осциллирующий и
затухающий характер, что свидетельствует о сло-
истой структуре приповерхностного слоя жидко-
сти. Получены выражения для декремента затуха-
ния и периодов осцилляций. Численное значение
для  на основе формулы (16) позволит вычис-
лить такие структурные и термодинамические ха-
рактеристики как локальная плотность, адсорбция
и поверхностное натяжение. Для других замыканий
между прямой  и парной корреляционной
функцией , решение модифицированного
синглетного уравнения (4) необходимо решать
численно. Так как прямая корреляционная функ-
ция  носит короткодействующий характер,
то вывод о слоистой структуре приповерхностно-
го слоя, скорее всего не изменится.
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Singlet Equations for One-Particle Distribution Function of Surface Layers in Liquids
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Abstract—An analytical solution of the Fredholm linear integral equation of the second kind for a single-par-
ticle distribution function of a liquid near a solid molecular-smooth surface is obtained. The one-particle dis-
tribution function describes the change in the local density over the entire distance of the particles from the
surface. The solution is obtained in the special case of a molecular system of solid spheres. The kernel and the
right-hand side of the Fredholm equation are calculated in the Percus–Yevick approximation. The interac-
tion of particles with the surface is considered as elastic collisions.
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