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В работе рассматривается модификация метода простой итерации применительно к нестационар-
ной спектральной системе уравнений переноса теплового излучения в кинетической постановке.
Модификация основывается на дополнительном этапе для уточнения величины интегральной ин-
тенсивности. При этом используется информация, накопленная ранее на этапе расчета кинетиче-
ского уравнения, что позволяет более точно учесть изменение поведения решения и за счет этого
повысить скорость сходимости итерационного процесса. Для иллюстрации приводятся результаты
расчетов двух тестовых задач в плоской геометрии.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Математическое моделирование процессов

лучистого теплообмена в спектральной кинети-
ческой модели является сложной проблемой,
обусловленной, прежде всего, большой размер-
ностью задачи и ее сильной нелинейностью. Для
численного решения этой проблемы общепри-
знанными подходами являются метод Монте-
Карло и детерминистические методы. В послед-
нем случае необходимость решать систему нели-
нейных дискретных уравнений делает актуаль-
ным выбор итерационного процесса [1–5]. Не-
смотря на значительные усилия, прилагаемые в
этом направлении, например, можно отметить
классическую работу [5] не потерявшую значи-
мость и в настоящее время, вопрос, по мнению
автора, остается открытым, например [6–15]. Во-
обще говоря, для решаемой системы применим
широкий набор методов из арсенала линейной
алгебры. Можно отметить серьезное внимание
уделяемое близким по своей идее многосеточным
методам и методам ребаланса. В этом случае дела-
ется попытка получить решение системы путем
использования последовательностей уменьшаю-
щихся сеток и операторов перехода между ними,
что подразумевает экономию вычислительного
времени. Также существует большое количество
подходов, связанное с возможностью упрощения
исходной кинетической модели уравнения пере-
носа. В этом случае поправочная система решает-

ся для уравнений меньшей размерности, напри-
мер диффузионного типа или осредненная по
энергии частиц. Однако, несмотря на возможную
экономичность, подходы основанные на пони-
жении размерности исходной системы, часто
оказываются сложны в реализации, поскольку
необходимо согласовывать исходную систему с
упрощенной на дискретном уровне. Это может
оказаться проблематичным для многомерных за-
дач со сложной геометрией [15]. Из решаемой си-
стемы естественным образом вытекает метод
простой итерации (simple iteration), который ча-
сто называют методом итераций по интегралу
столкновений или итераций по правой части. Од-
нако он сильно деградирует с увеличением опти-
ческой толщины. Тем не менее он стал базовым
для многих методов ускорения сходимости итера-
ционного процесса, например для используемого
автором метода выделения диагонального эле-
мента [16–18]. Здесь подразумевается ускорение
именно относительно метода простой итерации.
В общем случае, существуют классы задач, где
скорость сходимости исходного метода простой
итерации является приемлемой. Рассмотрим спо-
соб повышения эффективности этого метода. Не
умаляя общности, будем использовать многогруп-
повое приближение для учета спектра фотонов и
метод дискретных ординат для решения кинетиче-
ского уравнения в одномерных геометриях.
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2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Система уравнений, описывающая распро-

странение теплового излучения, состоит из спек-
трального кинетического уравнения переноса,
описывающего перенос, поглощение и рассеяние
теплового излучения, и уравнения энергии сре-
ды, характеризующего изменение температуры
вещества за счет поглощения и испускания фото-
нов веществом. В многогрупповом приближении
без учета движения среды для изотропного рассе-
яния она выглядит следующим образом

(1)

Здесь  – индекс энергетической группы
,  – энергия фотонов группы ,

,  – интенсивность излуче-
ния группы ,  – температура среды,

 – коэффициент ослабления,
 – коэффициент поглощения,  –

коэффициент рассеяния,  – удельная
внутренняя энергия вещества,  – плотность
равновесного излучения (функция Планка),  –
радиус-вектор,  – единичный вектор в направ-
лении полета фотона,  – время,  – плот-
ность вещества,  – скорость света.

Для системы уравнений (1) в области  про-
странства  c замкнутой границей  решается
смешанная задача со следующими начальными и
граничными условиями

где  – внешняя нормаль к .

Обозначим через  плотность
энергии излучения группы , умноженную на
скорость света  (интегральная интенсивность).
Для решения системы (1) на каждом временном
шаге используем общеупотребительный вариант
метода простой итерации. На первом этапе
( ) производим бегущий счет решения урав-
нения переноса при известных граничных усло-
виях и правой части для каждого направления по-
лета частицы. Далее (  этап), линеаризуя
функцию Планка и уравнение состояния, вычис-
ляем температуру из второго уравнения (1), пола-
гая . По достижении заданного усло-
вия сходимости цикл прекращается, и мы перехо-
дим к следующему временному шагу (индекс

). Данный процесс характеризуется медлен-
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ной скоростью сходимости, особенно в оптиче-
ски плотной среде ( , где  – характерный
размер рассматриваемой области). Поскольку
применение явных схем для большинства прак-
тических задач затруднительно, запишем метод
простой итерации следующим образом

(2)

Для решения данной системы дискретизируем
счетное фазовое пространство  Приме-
няя метод дискретных ординат, вычислим вели-
чину  в центре некоторой счетной ячейки .
В общем случае возможно применение различ-
ных методов решения кинетического уравнения
(конечных объемов, конечных элементов, харак-
теристик или других). Представим используемую
схему в виде

(3)

здесь  – входящая интенсивность из соседних
ячеек,  – индекс дискретного направ-
ления полета частицы,  – коэффициенты
используемой схемы, зависящие от .

Расширим шаблон схемы, рекуррентно выра-
жая  через значения в предыдущих ячейках.

Для этого введем  – параметр, характеризу-
ющий расширение шаблона для решения кинети-
ческого уравнения

Пусть

где обозначено  – простран-
ственный индекс.

Тогда, согласно введенному определению ин-
тегральной интенсивности, можно записать ее
дискретный аналог, используя (3)
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(4)

Соответственно, мы можем использовать вы-
ражение (4) на этапе решения уравнения энергии
в каждой ячейке. Таким образом, производится
некоторая реконструкция интегрального по угло-
вой переменной шаблона схемы и, в отличие от
простой итерации, уточняется значение .
Расширяя реконструируемый шаблон и исполь-
зуя при этом полученные после этапа счета кине-
тического уравнения величины , можно
рассчитывать на повышение точности вычисле-
ния искомых величин .

Отметим, что существует способ записи урав-
нения с псевдорассеянием (pseudoscattering),
впервые, видимо, предложенный в [19] для реше-
ния системы (1) методом Монте-Карло. Идея за-
ключается в использовании записи уравнения

( )( )
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1 1,gU Tν+ ν+

энергии для линеаризации функции Планка в ки-
нетическом уравнении. Будем использовать об-
щеизвестную линеаризацию по Ньютону второго
порядка и разностную аппроксимацию первого
порядка по времени, хотя возможно применение
и других способов [14]. Тогда

(5)

Таким образом, линеаризуя  в уравнении
переноса (2) и подставляя (5) в правую часть, мы
получим запись в форме псевдорассеяния. В этом
случае принципиально важно появление нового
члена, содержащего  с некоторым множите-
лем, который можно считать сечением рассея-
ния. Соответствующим образом изменятся коэф-
фициенты  в формуле (4).

Для исследования эффективности изложенно-
го подхода далее приводятся тестовые расчеты.

3. ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ
Рассмотрим два теста в плоской геометрии для

стационарного расчета. В задачах полагалось
 кэВ,  г/см3,  см,  см,

, . По угловой переменной
 использовалась гауссова квадратура с

20 узлами. На правой границе области задано из-
лучение планковского источника температуры

, на левой – условие свободной поверхности.
Итерации по  сводились с точностью до величи-

ны . Расчеты проводились с использованием
противопоточной, положительной, монотонной
схемы первого порядка точности (St-схемы) мето-
да дискретных ординат. В обоих тестах варьиро-
валась оптическая толщина и величина расшире-
ния шаблона. Параметр  принимался не зави-
сящим от итераций, энергетической группы и
номера ячейки. В табл. 1–4 приводится количе-
ство итераций. В каждом столбце свое значение

, которое зануляется в зависимости от .
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Таблица 1. Количество итераций, тест 1А (псевдорас-
сеяние)

– 0 1 5 40

37 30 27:28:30 24:26:29 22:25:29
121 100 93:96:100 86:91:100 83:88:100
738 624 595:605:624 578:591:623 574:588:623

1α

2α

3α

Таблица 2. Количество итераций, тест 1В (псевдорас-
сеяние)

– 0 1 5 40

106 86 80:83:86 72:78:85 68:74:65

216 174 161:166:173 150:157:173 146:154:173

1003 837 799:811:836 778:794:836 775:791:836

1α

2α

3α

Таблица 3. Количество итераций, тест 1В
– 0 1 5 40

106 91 88:90:91 82:86:91 79:83:91
216 198 195:196:198 189:193:198 187:191:198

1003 977 973:974:977 968:971:977 967:970:976

1α
2α
3α

Таблица 4. Количество итераций, тест 2

– 0 1 5 40

93 77 72:75:77 65:70:77 60:66:76
2020 1290 1230:1248:1289 1199:1221:1288 1198:1220:1288

20719 12776 12669:12691:12772 12662:12685:12685 12662:12685:12685

1α

2α

3α
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В ячейках, где , три расчета в формате
“ : : ”,
что означает включение в увеличенный шаблон

 направлений . Выбор значений
 обусловлен тем фактом, что пример-

но при  для данных тестов эффект от рас-
ширения шаблона нивелируется. Прочерк озна-
чает исходный вариант простой итерации.

Задача 1. Модифицированная первая задача
Флека [19] в двух вариантах. В варианте А, как и в
оригинале, рассеяние отсутствует, в варианте В
добавлено рассеяние  см–1. Коэффициенты
поглощения

По энергии фотонов бралось 15 групп со сле-
дующими значениями εg = 0, 0.3, 0.6, 0.8, 1.2, 1.5,
1.8, 2.4, 2.7, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 15 кэВ. Расчеты выпол-
нялись с применением модели псевдорассеяния
(5) и без нее.

Задача 2. Чисто рассеивающая (консервативная)
среда в приближении “серой материи” с коэффи-
циентами . Моделируется задача аналогич-
ная переносу нейтронов в односкоростном прибли-
жении в наиболее «проблемном» для метода про-
стой итерации случае, когда  [3–5].

По результатам численных экспериментов
можно сделать следующие выводы. При увеличе-
нии оптической толщины на порядок количество
итераций значительно увеличивается. Например,
для теста 2 эти изменения практически сопоста-
вимы. Соответственно, аналогично снижается
эффективность исследуемого подхода и расшире-
ние шаблона слабо улучшает сходимость. Суще-
ствует прямая зависимость от количества вклю-
чаемых в расширяемый шаблон направлений .
Использование модели псевдорассеяния в исход-
ном методе простой итерации не меняет скорость
его сходимости.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе численно исследовалась модифика-

ция метода простой итерации для моделирования
системы уравнений переноса теплового излуче-
ния. На первом этапе решается кинетическое
уравнение и накапливаются коэффициенты, ис-
пользуемые для получения решения в рамках
применяемого численного метода. Коэффициен-
ты схемы суммируются с учетом направления ха-
рактеристик, входящих в ячейку, что приводит к
системе уравнений значительно меньшей размер-
ности. На втором этапе производится рекон-
струкция интегрального шаблона схемы с воз-
можным расширением и решается уравнение
энергии. При этом временные затраты на итера-

1mk ≥
0mk ≠ [ ]0, 0.5,1m mk ≠ μ ∈ [ ]0, 0.98,1m mk ≠ μ ∈

20,14,2 μm

0,1,5,40mk =
9mk ≥

α = 1sg

( )/3 1 .g T
cg g e−ε−= ε −α α

sg =α α

/ 1sg gα α =

mμ

цию увеличиваются незначительно. Подобный
подход поддерживает первоначальную логику ре-
шения, не требует существенных изменений про-
грамм и, по мнению автора, может быть исполь-
зован во многих алгоритмах распараллеливания.
Он был реализован для одномерных геометрий и
протестирован для различных схем. Два показа-
тельных примера демонстрируют возможность его
применения на практике. К недостаткам можно
отнести дополнительные затраты по памяти, кото-
рые увеличиваются в зависимости от расширения
шаблона. Тем не менее даже для наиболее простых
в реализации на практике случаев  вы-
игрыш может достигать более 20%, как это следует
из примеров. Использование модели псевдорас-
сеяния не только заметно улучшает сходимость,
но и позволяет использовать рассмотренную мо-
дификацию в случае пренебрежения коэффици-
ентом рассеяния, что часто встречается в задачах
теплового переноса излучения. Также положи-
тельным моментом является наблюдаемое, как
правило, улучшение баланса расчета.

Очевидно, что данная модификация не способ-
на значимо улучшить метод простой итерации.
Однако представляется, что изложенный подход
может быть полезен в сочетании с другими итера-
ционными методами. Автором планируется ис-
пользовать его для метода выделения диагональ-
ного элемента [18] в двумерной геометрии [20]. От-
метим, что идея расширения разностного шаблона
была предложена М.Ю. Козмановым в [17]. Не-
смотря на то, что в работе рассматривается случай
лучистого переноса, можно предположить, пола-
гаясь на результаты теста 2, что рассматриваемая
модификация даст выигрыш при моделировании
других задач переноса нейтральных частиц.
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Abstract—The paper briefly describes a modification to the simple iteration method as applied to the system
of nonstationary spectral radiative heat transfer equations in kinetic model. The modification involves an ad-
ditional stage where the integral intensity is adjusted on the basis of information accumulated at earlier stage of
kinetic equation calculation. This allows us to more accurately consider how the solution evolves and thus im-
prove convergence of iterations. As an illustration, results of two test problems in slab geometry are provided.
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