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В статье рассматривается проблема восстановления истинного распределения физической величи-
ны из измеренного и искаженного из-за приборных эффектов. Данная задача имеет название обрат-
ной свертки (unfolding, деконволюция) и для ее решения наиболее распространенными методами
являются байесовский алгоритм д’Агостини, подход на основе алгоритма SVD и регуляризацион-
ный метод TUnfold. В работе проводится сравнительный анализ различных подходов и обсуждается
вопрос выбора оптимальных параметров и условий для их использования. В качестве объекта для
анализа работы алгоритмов был выбран энергетический спектр частиц в космических лучах, смоде-
лированный методом Монте-Карло и измеренный магнитным спектрометром PAMELA. Основное
внимание в работе уделено анализу качества восстановления спектра для различных значений па-
раметров алгоритмов, а также сравнительному анализу подходов в зависимости от особенностей
дискретизации спектра. Основным результатом является предложенный подход к подбору опти-
мального значения параметра регуляризации для метода на основе SVD и количества итераций для
байесовского метода. Показано, что результат восстановления энергетического спектра протонов с
помощью SVD метода и байесовского алгоритма согласуется с истинным спектром по критерию
Колмогорова−Смирнова.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Одной из важных задач астрофизики является
задача построения энергетического спектра ча-
стиц, входящих в состав космических лучей. По-
этому, в качестве примера работы методов, была
взята задача подбора оптимального метода восста-
новления истинного спектра космических прото-
нов по данным эксперимента PAMELA [1]. Основ-
ной детектор прибора PAMELA — это магнитная
трековая система, благодаря которой измеряет-
ся магнитная жесткость частицы (отношение ее
импульса к заряду). Однако из-за конечного про-
странственного разрешения детектора и физиче-
ских процессов, например, рассеяния, измерен-
ная жесткость отличается от истинного значе-
ния. В результате измеренный энергетический
спектр отличается от истинного распределения
и в таком случае применение методов обратной
свертки может восстановить истинный спектр
космических лучей.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим некоторую измеряемую физиче-
скую величину (жесткость). Пусть ее значения
лежат в диапазоне, разбитом на набор интервалов
(бинов) . В эксперименте реги-
стрируются события, в которых жесткость при-
нимает значение в одном из интервалов. Обозна-
чим математическое ожидание истинного количе-
ства событий в соответствующих интервалах как

, а общее количество таких собы-
тий в серии наблюдений обозначим как ,
где  – количество событий в -м интервале. В ре-
зультате искажений получаем измеренный спектр

, где  – количество событий,
когда значение величины оказывается в -м ин-
тервале.

Для восстановления истинного распределения
необходимо оценить вероятность того, что при
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обработке отдельного события величина, прини-
мающая свое настоящее значение в интервале ,
прибором будет отнесена к интервалу . Матри-
цу таких вероятностей  называют матри-
цей миграций и ее можно получить с помощью
численного моделирования или эксперименталь-
ной калибровки прибора.

Задачей восстановления спектра (обратной
свертки, unfolding) называется задача построе-
ния статистической оценки истинного спектра 
измеряемой величины по имеющемуся измеренно-
му ее спектру  с использованием матрицы ми-
граций  и, возможно, некоторой дополнитель-
ной информации об истинном спектре.

3.  МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
ОБРАТНОЙ СВЕРТКИ

Одним из распространенных методов решения
задачи обратной свертки является байесовский
подход. Эта идея в работе [2] реализована в виде
итеративного алгоритма: на каждой итерации по-
лучаем уточненную оценку истинного распределе-
ния (спектра) величины, восстанавливая это рас-
пределение из текущего (искаженного по матрице
миграций) приближения спектра с помощью фор-
мулы Байеса. Критерием остановки процесса явля-
ется близость (однородность) спектров, получен-
ных на последних двух итерациях. В работе [2]
предлагается использовать для этого -критерий
Пирсона (и соответствующую метрику различия
между текущим и новым распределением). Сходи-
мость итеративной процедуры означает, что резуль-
таты восстановления спектра измеренной величи-
ны перестали изменяться, но при этом могут замет-
но отклоняться от истинного спектра величины.

Другой метод SVD unfolding [3] использует
идею регуляризации. Здесь минимизируется
функция правдоподобия вида 

, где первое слагаемое мини-
мально, когда измеренное распределение
линейно зависит от истинного, а второе слагае-
мое содержит регуляризационную функцию

, отражающую глад-
кость распределения. В других методах регуляри-
зационная функция может выбираться иначе.

Также на идее регуляризации основан алго-
ритм TUnfold [4], [5], реализованный в пакетах
ROOT и RooUnfold. Он предполагает минимиза-
цию функции правдоподобия следующего вида:

 Здесь  анало-
гично первому слагаемому в предыдущем методе,
а регуляризационные функции  и  отражают
непрерывность или гладкость распределения, а
также ограничивают смещение оценки.
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4. МЕТРИКИ КАЧЕСТВА
При сравнении результатов работы методов вос-

становления спектра важно выбрать подходящую
меру расхождения истинного и восстановленного
распределений. В данной работе в качестве такой
меры предлагается использовать оценку статистики
Колмогорова−Смирнова [6] в которой максимум
расхождения эмпирических функций распреде-
лений будет вычисляться не по всей области из-
мерения жесткости, а только в концах бинов.

Восстановленное количество событий в бинах
 обозначим как . Общее ко-

личество событий в восстановленном распреде-
лении равно . Сами бины зададим как

. В концах бинов (во всех ) вычис-
ляем значения эмпирической функции распре-
деления истинных и восстановленных значений:

 и  соответ-

ственно. Наибольшее отклонение этих функ-
ций обозначим как . Ме-
ра расхождения восстановленного и истинного
спектра вычисляется следующим образом [6]:

Это значение является нижней оценкой стати-
стики Колмогорова−Смирнова, при превышении
критического значения распределения Колмого-
рова для выбранного уровня значимости (для 0.05
и 0.01 критические значения  и  соответ-
ственно [6]) делаем вывод о значимом расхожде-
нии восстановленного и истинного спектров;
обратное, строго говоря, неверно. Такая мера
рассматривается как метрика качества работы
алгоритмов: близкие к  значения характеризуют
хорошую согласованность спектров, высокие зна-
чения позволяют говорить о значительных погреш-
ностях при восстановлении спектра.

5. ДАННЫЕ ДЛЯ АНАЛИЗА
Для рассматриваемой задачи методом Монте-

Карло прохождения частиц через спектрометр
PAMELA был получен набор событий (протонов)
с информацией об истинной и измеренной при-
бором жесткости. При моделировании генериро-
вались протоны с жесткостями из диапазона от
5 до . Истинное распределение протонов в
космических лучах неизвестно, спектр в рассматри-
ваемом диапазоне близок к степенному с показате-
лем –2.7 [7].

В действительности, реальный спектр частиц
имеет более сложную форму: в распределении есть
изломы, показатель может быть не одинаковым на
всем интервале рассмотрения. Так как истинное
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распределение нам доподлинно не известно, встает
вопрос применимости методов обратной сверки:
смогут ли они восстановить истинное распределе-
ние, если матрица миграций была построена по
другому распределению, похожему, но довольно
сильно отличающемуся от истинного. Поэтому
для моделирования такой ситуации при постро-
ении матрицы миграций был использован спектр с
показателем , существенно отличающийся от

. В таком эксперименте выбор распределения
для восстановления не принципиален (пусть он бо-
лее простой по сравнению с реальным спектром
протонов), важно лишь то, что они существенно
отличаются.

Другой важной задачей является проблема дис-
кретизации распределения — разбиения жесткости
на интервалы и ее влияния на качество восстанов-
ления спектра. Для начала заметим, что возможна
ситуация, когда истинное значение принадлежит

−1
−2.7

диапазону 5–800 ГВ, но результат измерения вы-
пал из него. Для учета таких миграций были введе-
ны дополнительные бины справа и слева. Рекомен-
даций по дискретизации распределения в литера-
туре крайне мало, лишь в [2] говорится, что для
корректной работы методов восстановления не-
обходимо, чтобы матрица миграций была стати-
стически обеспечена и близка к диагональной.

В данной статье исследуется вопрос как будут
работать методы обратной свертки, в случае, ко-
гда на диагонали матрицы миграций будет менее

. Поэтому для анализа алгоритмов были взя-
ты два разбиения на бины — для случая диаго-
нальной (рис. 1 сверху слева) и не диагональной
(снизу слева) матрицы миграций. В первом случае
для низких энергий (ниже 30 ГВ) на диагонали на-
ходится около  частиц, а для высоких — чуть
больше  из-за ухудшающейся с ростом энергии
точности определения жесткости. Для второго

50%

70%
50%

Рис. 1. Матрица миграций (слева) и относительная ошибка алгоритмов (справа).
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случая при высоких энергиях на диагонали менее
 частиц.

6. СРАВНЕНИЕ МЕТОДОВ

Для байесовского метода в диагональном слу-
чае значения статистики Пирсона быстро убыва-
ют, что свидетельствует о хорошей сходимости ме-
тода. Она оказывается меньше критической уже
после третьей итерации, но при сравнении вос-
становленного спектра с истинным по критерию
Колмогорова−Смирнова лучшей оказалась вто-
рая итерация. Для недиагонального случая луч-
шие итерации такие же, но истинный и восста-
новленный спектры значимо расходятся (больше
критического значения см. табл. 1).

Для метода SVD встает вопрос выбора пара-
метра регуляризации . В исходном методе SVD
[3] рекомендуется выбрать коэффициент регуля-
ризации как последнее “большое” сингулярное
значение, график которых в логарифмическом
масштабе показан на рис. 2 слева (диагональный
случай). При близких к нулю значениях (сильная
регуляризация) алгоритм лишь сглаживает изме-
ренный спектр, а слабая (вблизи числа бинов) дает
большие погрешности. Поэтому для наших данных
эта рекомендация не позволяет выбрать пара-

30%

reg

метр регуляризации. Проведенный авторами ана-
лиз значений метрики Колмогорова−Смирнова
(рис. 2 справа) позволил определить оптималь-
ное значение параметра регуляризации . Для
недиагонального случая ситуация выбора пара-
метра аналогична, однако восстановленный и ис-
тинный спектры значимо расходятся (значение в
табл. 1 больше критического ).

В методе TUnfold выбор параметра происходит
автоматически внутри алгоритма. Отметим, что
для недиагональной матрицы миграций результат
восстановления ощутимо расходится с истинным
спектром, а для диагонального случая результат
уступает другим методам (см. табл. 1).

Теперь сравним результаты работы методов
между собой, при выбранных оптимальным обра-
зом параметрах. На рис. 1 справа показаны гра-
фики относительных ошибок методов для каждого
бина для диагонального (сверху) и не диагонально-
го (снизу) случаев. Ошибка метода TUnfold (пунк-
тирная линия) в большинстве бинов существенно
больше ошибки других методов. Для метода SVD
и Байесовского подхода для соседних бинов часто
наблюдается ошибка разных знаков, но в среднем
ошибка невелика. Сравнить их качество восста-
новления по графику затруднительно, для недиа-
гонального графика можно заметить, что ошибка
SVD-метода в среднем находится ближе к нулю,
чем для итерационного Байеса.

Из табл. 1 видно, что для диагонального случая
по критерию Колмогорова−Смирнова проходят
метод Байеса и SVD, который показал немного
меньшее значение. А для недиагонального случая
SVD-подход показал существенно меньшее зна-
чение критерия (по сравнению с двумя другими
методами), но все равно выше критического, что
свидетельствует о важности диагональности мат-
рицы миграций.

reg

1.63

Таблица 1. Сравнение методов по критерию Колмого-
рова−Смирнова

диагональный не диагональный

Метод Байеса 1.30 (2 итерации) 3.49 (2 итерации)

SVD 1.23 ( ) 1.98 ( )

TUnfold 1.87 3.73

= 22reg = 15reg

Рис. 2. Подбор регуляризации для метода SVD.
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7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье был предложен более точный подход к

подбору параметра регуляризации для метода SVD
и количества итераций для итеративного байесов-
ского метода. В случае разбиения на бины, когда
матрица миграций получается не диагональной
качество работы всех методов существенно хуже.
Таким образом показано, что требование диа-
гональности матрицы миграции ( ) являет-
ся принципиальным. Для диагонального случая
при выбранных параметрах результаты байесов-
ского алгоритма и SVD метода удовлетворяют
критерию Колмогорова−Смирнова (в табл. 1 зна-
чения выделены жирным), а результаты метода
TUnfold нет.
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In article the problem of reconstructing the true physical value distribution from measured one (distorted by
instrumental effects) is cosidered. This problem is known as deconvolution (unfolding). There are several
common ways to solve it: bayesian algorithm, singular value decomposition approach and TUnfold method,
based on regularisation. We are discussing terms of use, how to choose optimal parameters for different meth-
ods, and comparing the reconstruction quality. The object of analysis was choosen the cosmic rays energetical
spectrum simulated by Monte-Carlo method and measured by PAMELA magnetic spectrometer. We focused
on the analysis of spectrum reconstruction quality for different algorithm parameters and the comparative
analysis of methods results depend on spectrum discretisation features. The main result is the approach to
optimal regularisation parameter choice for SVD method and iterations number for bayesian method.

Keywords: cosmic rays, spectrum reconstruction, deconvolution, unfolding, bayesian algorithms, regularization

> 0.5iiR


