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В данной работе исследуются способы улучшения решеточной реализации расширенной модели Хаб-
барда с целью вычисления квантово-механических операторов повышенной сложности. Стандарт-
ный способ не возволяет исключить все расходимости в наблюдаемой, что мешает получению
устойчивого распределения по конфигурациям в методе Монте-Карло. На конкретных вычислени-
ях демонстрируется положительный эффект от применения двух подходов: введения дополнитель-
ных полей Хаббарда и подбора параметризации преобразования Хаббарда–Стратоновича.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Расширенная модель Хаббарда [1] хорошо из-

вестна в связи с задачами определения коллектив-
ных свойств релятивистских электронов в графене в
режиме сильной связи. Типичным направлением
исследования являются различные рассмотрения
фаз модели и фазовых переходов между ними.
Кроме того, можно показать, что кинетическое
слагаемое приводит к дисперсионному соотноше-
нию, характерному для релятивистских электро-
нов, что также представляет интерес для изучения.
К сожалению, возможности аналитических вычис-
лений с учетом электростатического потенциала
сильно ограничены, что вызывает необходимость
разработки численных методов расчета наблюдае-
мых и корреляторов. Общераспространенный под-
ход состоит в решеточной аппроксимации стати-
стической суммы, которая может быть выполне-
на различными способами, отличающимися как
технической сложностью, так и ограничениями
для применения в условиях реальных компьютер-
ных вычислений. Отдельным вопросом стоит ре-
ализация эффективных алгоритмов для модели-
рования фермионной системы методами МК.

Нужно заметить, что на текущий момент по-
лучение качественных результатов требует су-
щественных вычислительных мощностей. С другой
стороны, для наблюдаемых, реализуемых через
произведения операторов рождения-уничтожения

в количестве не более 4, вложение ресурсов оправ-
дано. Такой вывод делают, исходя из эффективно-
сти счета и автокорреляционных свойств получае-
мых статистических последовательностей. Одна-
ко можно показать, что наблюдаемые с более
сложной операторной структурой уже не могут
быть вычислены при помощи той же стратегии. Ос-
новной причиной является усиление степени рас-
ходимости в вычисляемых выражениях. В данной
работе исследовались различные способы введения
полей Хаббарда и разные виды преобразования
Хаббарда–Стратоновича [2, 3] с целью получения
наиболее статистически корректных результатов
для наблюдаемых высокого порядка по операторам
рождения-уничтожения (до 8 включительно).

2. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ФОРМАЛИЗМ
Рассматривается расширенная модель Хаббар-

да на гексогональной решетке с  узлами вдоль
каждого направления с периодическими гранич-
ными условиями. Гамильтониан модели задается
следующим образом:

(1)

где  – параметр хоппинга,  обозначает со-
седние узлы,  – проекция спина (вверх или вниз),
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ряд, и  представляет оператор уничтожения
электрона со спином  в узле .  обозначает мат-
рицу электростатического взаимодействия элек-
тронов с двумя учтенными координационными
радиусами (поэтому три параметра , ,  опи-
сывают силу отталкивания двух электронов для
разных расстояний между ними). Размерность
данной матрицы составляет , где .
Как будет явно показано ниже, большое количе-
ство парных взаимодействий технически позво-
ляет ввести дополнительные поля Хаббарда, что и
является целью данной работы. Более того, ока-
зывается, что дальнее взаимодействие стабилизи-
рует экситонный конденсат при численном моде-
лировании. Для большинства вычислений исполь-
зованы параметры , ,  и

 в единицах κ. Само вычисление выпол-
няется методом квантового Гибридного Монте-
Карло, технические основы которого подробно
описаны в [1], а процедура дискретизации стат-
суммы на решетке подробно раскрыта в [2]. Об-
щее число временных слоев достигает , потому
что каждый из  временных слоев разбит на два со-
множителя, отдельно для кинетической части га-
мильтониана и части с взаимодействием. Наша
схема вычислений имеет лишь небольшие отли-
чия от источников, упомянутых выше, и приво-
дит к формулам:

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

где  суть диагональные матрицы размером
 с пространственными индексами ,

 – плотные матрицы ,  – пара-
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метр смешивания двух (основных) полей Хаббар-
да  и ,  – параметр временного
слоя (общее число временных слоев – в два раза
больше). Для подтверждения вида выражения
((3)) следует использовать следующий вид преобра-
зования Хаббарда–Стратоновича, дополнительно
параметризованного числом  с целью перерас-
пределения влияния величины  в фермионной и
потенциальной частях (связь двух чисел дается
уравнением ):

(8)

Мы лишь немного отклонялись от дискретиза-
ции [3] в рамках допустимого математического
произвола, например, в выборе знаков и транспо-
нировании матрицы (5).

Принципиальное нововведение в рамках нашей
работы заключается в линковых вспомогательных
полях, дополняющих основные поля  и , опре-
деленные на узлах. Предполагается, что эти допол-
нительные степени свободы многократно увеличи-
вают размерность конфигурационного простран-
ства, что, во-первых, упрощает работу алгоритма
Монте-Карло по генерации последовательности
конфигураций системы, а во-вторых, сокращает
расходимости в наблюдаемых, состоящих из боль-
шого количества операторов рождения-уничто-
жения. Второе обстоятельство существенно, по-
тому что каждая пара операторов, входящих в ис-
ходный вид наблюдаемых, приводит к одному
сомножителю в виде пропагатора (элемент об-
ратной фермионной матрицы), а сама ферми-
онная матрица имеет нулевой определитель в
частях конфигурационного пространства, игра-
ющих роль “границ” между областями, где смена
конфигураций методом МК не осложнена. Ука-
занные границы алгоритм не преодолевает, что
ограничивает выборку конфигураций.

Покажем явно, как именно предлагается вво-
дить в модель линковые поля. Для простоты про-
делаем это в отношении первого координационно-
го радиуса с параметром взаимодействия . Следу-
ет выделить полный квадрат для произведения
операторов в несовпадающих точках (это возмож-
но благодаря свойству коммутации ):
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где  свидетельствует о модифика-
ции узловой части. В рамках рассмотрения [2] уз-
ловое поле будет разделено на две составляющие

 и  следующим образом:

где  представляет плот-
ность спина. Само преобразование Хаббарда–
Стратоновича для операторов  и  обсуждается
в той же работе, поэтому мы опишем лишь преоб-
разование линковой части:

где  и  представляет собой вектор, со-
ставленный из . Можно доказать, что поля 
дают следующий вклад в фермионную матрицу:

(9)

где символ  обозначает узел в направлении,
противоположном направлению  (т.е., 
означает, что  есть ). Очевидно, что учет
второго координационного радиуса изменяет
величину взаимодействия следующим образом:

 и добавляет поля , 
в полном соответствии с (9).

Итак, мы продемонстрировали, как размер-
ность конфигурационного пространства модели
может быть увеличена до 5 или 11. В работе мы
предпринимаем попытку сравнить результаты
вычислений в двух данных ситуациях, а также по-
добрать такое значение параметра , чтобы каче-
ство вычислений некоторой наблюдаемой (теп-
лоемкости) оказывалось наилучшим.

3. ПРОВЕРКА КОРРЕКТНОСТИ РАБОТЫ
Использование всего лишь двух полей в [2] для

вычисления  оказывается возможным, потому
что размерность пространства, равная  (имеет
место для двух полей), достаточна для сокраще-

≠

≠

= − + +

= + +

  

 

2 2 200 01 01

2 201
00

ˆ ˆ ˆ ˆ3 ( )
2 2 4

1 ' ˆ ˆ ˆ( ) ,
2 4

x x x y
x x x y

x x y
x x y

V V Vq q q q

VV q q q

00 00 01' = 3V V V−

xtϕ xtχ

2 200 00
00

' ' 'ˆ ˆ ˆ(1 ) (1 ) ,
2 2x x x

x x x

V Vq s V sα − − α + − α  
† †

, , , ,ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= 1x x x x xs a a a a↑ ↑ ↓ ↓− +

2ˆxq 2
x̂s

201

( )2
( ) ( )

ˆ ˆexp ( )
4

ˆ ˆ= [ ]exp ( ) ,

x x
x

n m
x x x

x

V q q

i q q
V

+μ

μ
μ μ

+μ

 −δ + = 
 
 ξξ − δ − δ ξ + 
 



$

= 1,2,3μ ( )μξ
( )
x
μξ ξ

(1)

( ) ( )
,

= diag

exp ,

t

m
xt xt xt x t

E

i μ μ
−μ

μ μ

− ×
   

× −δ χ + ϕ + ξ + ξ   
   

 
x − μ

μ =y x − μ
y + μ x

00 00 01 02' = 3 6V V V V− − ( )
xt
μψ = 1,6μ

n

2q̂ 
2

ния расходимостей в произведении четырех опе-
раторов рождения-уничтожения. Поскольку вы-
ражение для энергии (1) также содержит не более
четырех операторов, становится понятно, что

 может рассматриваться как “хорошая”
наблюдаемая и использована для проверки кор-
ректности введения линковых полей  и .
Вычисления при низких температурах затрудне-
ны в силу длинной термализации и долгих авто-
корреляций. Впрочем, можно предположить, что
введение дополнительных полей добавляет сте-
пени свободы системе, что благоприятно скажет-
ся на смене конфигураций, сделав их более хаоти-
ческими и независимыми друг от друга. Ниже бу-
дет показано, что это действительно происходит.

Само кодирование приведенных выше выра-
жений вызвало определенные трудности. Прежде
всего, нужно было определиться с математиче-
ской методикой обработки матриц. Для этой цели
был выбран пакет Eigen [4]. В программе был ре-
ализован собственный солвер для решения СЛАУ
с фермионной матрицей частного вида (5). Нако-
нец, пересчет значений полей в методе молеку-
лярной динамики был реализован вручную ли-
нейным обходом по элементам массива в силу со-
ответствущей структуры выражений действия и
производных от него. Разумеется, первым шагом
следовало убедиться в работоспособности напи-
санного программного кода, что было осуществ-
лено стандартным методом – построением зави-
симости ошибки дискретизации гамильтониана
(1) от числа шагов молекулярной динамики (см.
рис. 1). Для этой цели проводится серия запусков
при возрастающих значениях числа шагов  при
фиксированном . Цель – добиться оценки
сохранения гамильтониана в непрерывном преде-
ле. График имеет вид, свидетельствующий в пользу
правильного решения уравнений эволюции МК.

Значения изменяющихся полей при последо-
вательной генерации конфигураций можно уви-
деть на рис. 2. Следует отметить, что время дости-
жения области стабилизации значений полей и
величины действия (2) существенно уменьшается
при переходе от 2 полей к 5 и от 5 к 11. Таким об-
разом, по всей видимости, технический выйгрыш в
самой термализации достигается за счет уменьше-
ния числа шагов, необходимых для получения “ти-
пичных” значений полей при заданных параметрах
модели. Еще одним фактором служит распреде-
ление флуктуаций между полями одного типа
(согласно их математическому введению).

Следующим, уже более физичным, тестом яв-
ляется прямое вычисление средней энергии рав-
новесного электронного состояния путем усред-
нения гамильтониана (1). Результаты приведены
на рис. 3. Можно видеть, что различные незави-
симые вычисления в точности воспроизводят

ˆ= H%
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xt
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друг друга, что, впрочем, не является удивитель-
ным в силу сказанного выше о достаточности
двух полей для обработки наблюдаемой с произ-
ведением четырех операторов. Данный график
является подтверждением адекватной работы на-
писанной программы.

4. ВЫЧИСЛЕНИЯ ТЕПЛОЕМКОСТИ
Актуальной наблюдаемой с точки зрения по-

иска новых методов и способов углубленных вы-
числений в фермионных системах методом Ги-
бридного МК является теплоемкость. Следует ска-
зать, что исследователь, как правило, имеет какие-

Рис. 1. График зависимости изменения гамильтониана  при решении молекулярной динамики в  ша-
гов от числа шагов в дважды логарифмическом масштабе. Поскольку по своей идее молекулярная динамика описывает
эволюцию консервативной системы, отклонение разности от нуля свидетельствует об ошибке дискретизации, кото-
рая, как видно из графика, падает с уменьшением “элементарного” шага интегрирования.
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Рис. 2. Термализационный процесс для 11 полей при .
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то априорные ожидания от поведения данной ве-
личины. Например, высокотемпературный пре-
дел теплоемкости классической системы хорошо
известен, поскольку следует из теоремы о равно-
распределении энергии по степеням свободы. В
пределе сверхнизких температур темплоемкость,
вообще говоря, стремится к нулю, оставаясь по-
ложительной величиной, что также позволяет
строить определенные предположения о предпо-
чтительном виде результата. С технической точки
зрения данная величина предствляет интерес в
силу повышенных требований к качеству вычис-
лений т.н. дисперсионным способом:

(10)

Легко видеть, что среди большого числа слага-
емых в выражении для квадрата гамильтониана
максимальное число перемножаемых операторов
составляет 8. В целях компенсации расходимо-
стей, возникающих из произведения столь боль-
шого числа пропагаторов, предлагается вводить
дополнительные поля. Кроме того, система ком-
пьютерной алгебры позволяет получить явный
вид из 168 слагаемых в виде комбинаций обрат-
ных элементов фермионной матрицы. Сложение
такого числа сильно флуктуирующих чисел ко-
нечной точности также многократно затрудняет
получение достоверного ответа. Для борьбы с
этим ограничением предлагается так подобрать
число  в преобразовании Хаббарда–Стратоно-
вича, чтобы характерные величины полей мень-
ше сказывались на погрешности вычислений.

2 2 2ˆ ˆ= ( ).C H Hβ   −  

n

Рассмотрим результаты, полученные для 5 по-
лей (см. рис. 4). Следует признать, что при умень-
шении температуры погрешность вычислений
существенно возрастает, что, как показало допол-
нительное исследование, связано с наличием по-
тенциальных барьеров в конфигурационном про-
странстве, которые процесс МК вынужден преодо-
левать для качественного выбора подмножества
конфигураций, на которых будут вычислены на-
блюдаемые. Величина этих барьеров растет при
низких температурах, а сами “долины” становят-
ся все более извилистыми. Следовательно, про-
цесс начинает застревать в метастабильных со-
стояниях, искажающих истинную связь между
средними в разности (10). Это выражается в зани-
женных значениях теплоемкости, вычисленные
значения которой могут даже становиться мень-
ше нуля. Изменение конфигураций в результате
шага молекулярной динамики, как показывает
анализ, зависит от характерной амплитуды
полей Хаббарда, что может быть проконтролиро-
вано путем задания разумного значения . Выра-
жение (8) показывает, что комбинация  и  пе-
рераспределяет относительные вклады в действие
от потенциального и фермионного слагаемых, что
опредяет равновесные значения полей. Приведен-
ный рисунок вполне иллюстрирует практический
эффект от подбора параметризации преобразова-
ния: уменьшение  от –1 до –4 позволяет получать
все лучшие значения теплоемкости для проблемно-
го диапазона температур  от  до . Кри-
вые  и  приближаются к ожидаемой

n
n m

n

1−β 0.15κ 0.3κ
= 3n − = 4n −

Рис. 3. Сравнение результатов вычисления температурной зависимости  в пространствах с разной размерностью.
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окрестности единицы для удельной теплоемкости
(ожидание основано на теореме о равнораспределе-
нии для двумерного классического газа).

В работе были получены графики теплоемко-
сти для всех четырех выборов . Здесь мы приве-
дем пример обсуждения для , соответству-
ющий график изображен на рис. 5. Зависимость
теплоемкости от температуры представляет собой
гладкую кривую, которая достигает насыщения,
начиная с температуры . Участок во-
круг  обращает на себя внимание для
большинства вычислений и, возможно, связан с
фазовыми эффектами. Погрешности вычислений
в области  достаточно быстро возрас-
тают, а сама кривая резко падает вниз. Хотя мо-
жет показаться, что вычисление при низких тем-
пературах лишено смысла, линейная экстрапо-
ляция точек области между  и  к
абсолютному нулю дает нулевую теплоемкость в
пределах погрешности. Это может быть проин-
терпретировано так, что поведение вычисленной
кривой не противоречит линейной зависимости

, ожидаемой для теоретической аппроксима-
ции первого порядка. Продвинуться дальше в вы-
числениях предлагается за счет ввода 11 полей.

Действительно, вычисления, выполненные для
11 полей, демонстрируют более гладкое и устойчи-
вое поведение, а дисперсия энергии может быть
получена с меньшей статистической ошибкой. Из
недостатков данного подхода можно указать за-

n
= 3n −

1 = 0.325−β κ
1 = 0.45−β κ

1 < 0.25−β κ

0.2κ 0.275κ

( )C T

метное увеличение времени расчета. Однако, мы
предполагаем, что попытки улучшить результаты
для меньшего числа полей потребуют статистики,
превосходящей необходимую для 11 полей, что
сделает этот подход еще более требовательным к
вычислительным ресурсам.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе делается попытка выполнить
вычисления тепловых наблюдаемых для системы
фермионов в режиме сильной связи на решетке в
случае, когда наблюдаемые выражаются через боль-
шое число операторов рождения-уничтожения, что
создает существенные технические трудности.
Предлагается два вида технических усовершенство-
ваний: введение дополнительных (линковых) полей
и изменение вида преобразования Хаббарда–Стра-
тоновича. Каждый из способов позволяет улучшить
поведение алгоритма Монте-Карло при “обходе”
конфигурационного пространства, а значит, вли-
яет на апостериорную статистику. В работе демон-
стрируются примеры положительного эффекта от
применяемой методики: удается продвинуться в
область более низких температур, статистический
шум метода МК частично стабилизируется.

В качестве развития исследования предпола-
гается оценить влияние параметра  (интенсив-
ности электростатического взаимодействия элек-
тронов на втором координационном радиусе) на
результаты вычислений при 11 полях. Также оста-

02V

Рис. 4. Сравнение результатов вычисления температурной зависимости теплоемкости в случае 5 полей для разных зна-

чений . Здесь .
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ется открытым вопрос достижения произвольно
низких температур при вычислении наблюдае-
мых 8 порядка по операторам.
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Abstract—We search for the ways to improve the lattice implementation of the extended Hubbard model in
order to compute quantum mechanical operators of increased complexity. The standard method does not al-
low to eliminate all the divergences in observables, which prevents obtaining a stable distribution over config-
urations in the Monte Carlo method. In a set of calculations, the positive effect of two approaches is demon-
strated: an introduction of additional Hubbard fields and a selection of the Hubbard−Stratonovich transfor-
mation’s parametrization.

Keywords: Monte Carlo method, Habbard model, graphene, heat capacity

Рис. 5. Температурная зависимость теплоемкости в случае 5 полей для . Здесь .
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